Wyznaczanie stalej grawitacji z wykorzystaniem grawitacyjnej wagi

skrecen

1. Zagadnienia do opracowania:

1. Pole grawitacyjne. Prawo powszechnego cigzenia.

2. Zasady dynamiki dla ruchu postepowego 1 obrotowego. Moment sity, moment bezwtadnosci.

3. Ruch drgajacy harmoniczny, ruch drgajacy ttumiony.
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2. Wprowadzenie

2.1. Grawitacyjna waga skrecen

Waga skrecen, zwana takze wagg Cavendisha jest
przyrzadem pozwalajagcym wyznacza¢ bardzo mate wartosci
sil, np. elektrostatycznych lub grawitacyjnych. Na rysunku
przedstawiono schematycznie ide¢ dzialania takiej wagi.
Przyrzad ten sktada si¢ z dwoch jednakowych matych mas m
(kul) umieszczonych na koncach lekkiej, poziomej belki, ktora
z kolei jest zawieszona na cienkiej, skretnej nici. Jesli
w poblizu matych mas zostana umieszczone inne np. dwie
duze masy M oddziatywanie grawitacyjne pomiedzy tymi
masami spowoduje skrecenie nici na ktorych zostaty
zawieszone mate masy m. Pomiar kata skrecenia 6 pozwala na
wyznaczenie sily oddziatywania grawitacyjnego. Jesli masy
zastgpimy np. ciatami natadowanymi tadunkiem elektrycznym
przyrzad taki moze postuzy¢ do wyznaczenia sit
elektrostatycznych.

Pierwotnie waga skrgcen skonstruowana zostata niezaleznie
przez Johna Michella i Charles'a Coulomba, ktory badal za jej
pomocg sity elektrostatyczne. Henry Cavendish uzyt wagi skrec

Nawet pomimo zastosowania mozliwie najciezszych,

Rzeszow 2010, str. 236-262.
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Rys. 1. Schematyczne przedstawienie zasady
dziatania wagi skrecen. Na rysunku nie
zaznaczono sit dziatajgcych na masy M.

en do wyznaczenia stalej grawitacji.

otowianych kul, sily oddzialywania

grawitacyjnego pomi¢dzy nimi sg na tyle mate, ze przygotowywany przez Cavendisha eksperyment
wymagatl wyjatkowych staran, polegajacych miedzy innymi na catkowitym zabudowaniu wagi skrecen,
tak, by podmuchy powietrza i inne podobne zaktdcenia nie mogly wplywac na jej zachowanie. Stosujac
swoj uktad, wyposazony w lusterka umozliwiajace badanie niewielkich wartosci skrecenia, Cavendish
wykonat pierwszy w dziejach bezposredni eksperyment pozwalajacy na obliczenie stalej grawitacji.
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2.2. Wyprowadzenie zaleZnosci na stalq grawitacji

Budowa i zasada dzialania wagi skretnej

tej przedstawionej w rozdziale 2.1.

Schematycznie wage dostepna w
laboratorium pokazano na  Rys. 2. Waga ta
posiada dodatkowe lusterko zamocowane na
tasmie skretnej. Na lusterko pada $wiatto lasera,
ktore odbija si¢ od niego a nast¢pnie pada na ekran
z przymocowang podziatka. Ruch plamki lasera
wzdhuz podziatki pozwala obserwowa¢ wahania
ramienia wagi.

Wyznaczenie statej grawitacji jest mozliwe
za pomocg trzech procedur, ktore zostaty opisane
po kolei ponizej. Biorac pod uwage czas dostgpny
na zajeciach mozliwe jest wykonanie pomiarow
tylko z wykorzystaniem metody opisanej jako
,,metoda 2”.
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Rys. 2 Schematyczne przedstawienie grawitacyjnej wagi
skrecen (stanowisko pomiarowe).

2.3. Metoda pomiaru 1 (czas pomiaru — kilkanascie godzin, doktadnos¢ 5%)

Jesli duze masy znajduja si¢ poczatkowo w pozycji I (Rys. 3), to sita przyciggania grawitacyjnego F
miedzy kazda malg masg (m,) a jej sasiednimi duzymi masami (mq) jest okreslona przez prawo

powszechnego cigzenia:

Male masy Duza masa

(w pozycji )

<

R B =

T Duza masa
(w pozycji 11 - po obrocie
podstawy o 180°%)

Rys. 3. Schemat uktadu pomiarowego.

mym,

F=6—0> (1)

b — odlegtos¢ miedzy masami.

Przycigganie grawitacyjne miedzy dwiema matymi
masami 1 s3siednimi duzymi masami wytwarzaja
wzgledem osi obrotu wahadla skretnego moment
obrotowy (Tgraw)

Tgraw = 2Fd (2)

Gdzie d jest dtugosciag ramienia dziatania sity.

Poniewaz uktad jest w rownowadze, to skrecanie taSmy na
ktoérej wiszag mate masy, musi dostarcza¢ rowny
1 przeciwny moment obrotowy. Ten moment obrotowy
(Thana) jest rowny iloczynowi statej skrecania dla tasmy
skretnej () oraz kata, o ktory ta tasma jest skrecona (),

Tpand = K6 (3)



Kombinacja rownan (1), (2), (3) prowadzi do zaleznosci:

2dGmym
K0 = % 4)
Przeksztatcajac to rOwnanie tak aby wyliczy¢ statg grawitacji otrzymujemy
kO b?
= o %)
mym;

Aby wyznaczy¢ wartosci 6 1k, ktore sg jedynymi niewiadomymi w réwnaniu (5) konieczne jest
obserwowanie oscylacji uktadu matych mas, gdy ich rownowaga jest zaburzona. Po ustabilizowaniu si¢
wagi w potozeniu S; (potozenie plamki na ekranie), obracamy podpore z duzymi masami o 180 stopni ,
dzigki czemu duze masy sg przesuwane do pozycji II. System bedzie wtedy oscylowat, az w koncu zwalnia
1 zatrzymuje si¢ w nowej pozycji rownowagi (S,) (Rys. 4).

St S W nowej pozycji rownowagi (S,) tasma skretna
bedzie nadal skrgcony pod katem 6, ale w przeciwnag
stron¢ w odniesieniu do skretu, ktory miatl miejsce
wowczas gdy duze masy byly w pozycji I, czyli
catkowita zmiana kata jest rowna 26. Biorac pod uwagg,
ze kat jest rowniez podwajany przy odbiciu od lustra
(prawo odbicia, kat odbicia jest rowny katowi padania)

26 ? tan26 = j—z otrzymamy po kolei nastepujace zaleznosci:
AS =S5, — S
460 = E
Pozycja L
duzych mas | AS
)

Statg skrgcenia k mozna wyznaczy¢ obserwujac okres
T oscylacji 1 nastgpnie wykorzystujac rownanie

T? = @
K
\ Gdzie I jest momentem bezwladnosci ukladu matych

P . mas.
ozycja

duzych mas II , . . . . .
Moment bezwtadno$ci zwierciadla i uktadu na ktérym sa

Rys. 4. Polozenia mas 1i II, oraz polozenia zawieszone male masy jest pomijalnie maly
rownowagi S1 i S2 — widok z gory uktadu. w porownaniu do tego pochodzacego od samych mas,
wiec catkowity moment bezwladnosci moze byc

wyrazony jako:

2
I =2m, (dz +§r2>



Zatem otrzymujemy:

d? + 2,2
kK = 8m’m, T25
Podstawiajac do (5) otrzymujemy:
d? + %rz
G = ﬂzASbZ m (6)

Wszystkie wartosci po prawej stronie roOwnania sg znane lub moga zosta¢ zmierzone/wyznaczone:

r=955mm (r=28.19 mm)
d =50mm

b=422mm

my; = (1,5+£0,01) kg

L, AS, T — nalezy zmierzy¢

2.4. Metoda pomiaru 2 (czas pomiaru — ok. 45 minut, doktadnos¢ 5%)

Metoda ta nie rézni si¢ zasadniczo od metody 1. Potozenia koncowe S; i S, plamki $wietlnej lasera na

20

S2

S1

S (cm)

0 . 60
t [min]

Rys. 5. Oscylacje matych mas wokol potozenia rownowagi
przy dwoch potozeniach mas duzych (Polozenie 1 i
Polozenie 2) — typowa zaleznosé.

ekranie wyznacza si¢ bez czekania az waga
osiggnie rownowage. Potozenia réwnowagi
wyznacza si¢ na podstawie wykresu oscylacji
matych mas wokot dwaéch potozen rownowagi,
ktére powstaja przy ustawieniu duzych mas
najpierw w polozeniu I a nastgpnie w potozeniu
II. Gdy duze masy umieszczone na wsporniku
obrotowym zostaja kolejno przesunicte do
pozycji I anastepnie do pozycji II, wowczas
waga skrecen oscyluje za kazdym razem wokoét
nowych pozycji rownowagi S;iS,. Te
oscylacje mozna opisa¢ rdOwnaniem tlumionej
sinusoidy z ,,przesuni¢ciem”, gdzie wartos¢
przesunigcia reprezentuje punkt rownowagi
wahadta przy okreslonej pozycji duzej masy
(pozycja 1 lub pozycja II). Znajdujac na
podstawie wykresu S(t) polozenia rownowagi
wagi S; [ S, anastepnie wyliczajac roznicg tych
potozen, otrzymujemy wartos¢ AS. Okres
oscylacji T odczytuje si¢ bezposrednio
z wykresu S(t).

Statg grawitacji wyznacza si¢ wowczas ztego samego wzoru co w wyzej opisanej metodzie 1,

rownanie (10)



2.5. Metoda Pomiaru 3 (czas pomiaru — okoto 10 minut, dokladnos¢ 15%)

Jesli duze masy znajduja si¢ poczatkowo w pozycji I (Rys. 3), to sila przyciagania grawitacyjnego F miedzy
kazda mala masg (m,) a jej sasiednimi duzymi masami (m,) jest okreslona przez prawo powszechnego
cigzenia:

F=G—p3 (7)

b — odleglo$¢ migdzy masami: matg i duza.

Sita dziatajaca na mate masy, jest rtOwnowazona momentem obrotowym wytwarzanym przez skrecong
tasme, do ktorej s3 zamocowane male masy m,, dzigki czemu uktad jest w rownowadze. Kat skrecenia 0,
mierzy si¢, odnotowujac potozenie plamki §wietlnej (Rys. 6), jest to miejsce gdzie na ekran (na ktérym
naniesiono odpowiednig skale) pada odbita od lusterka wigzka $wiatta. Pozycje ta nalezy dokladnie
odnotowac, a nast¢pnie duze masy sa przenoszone do pozycji II. Zmiana pozycji duzych mas zaktoca
rownowage uktadu matych mas, ktory teraz bedzie oscylowat, az tarcie spowolni go i uktad ustabilizuje si¢
W nowej pozycji rownowagi.

Poniewaz okres oscylacji matych mas jest dos¢ dlugi (okoto 10 minut), to nie poruszajg si¢ one
znaczaco wowczas gdy duze masy sa przenoszone z pozycji I do pozycji II.

Ze wzgledu na symetri¢ konfiguracji, duze masy znajdujace si¢ w pozycji Il wywieraja taka samg site
grawitacyjng na mate masy, jak w pozycji I, ale zwrot tej sily jest przeciwny. Poniewaz sita rOwnowazaca
pochodzaca od skrgcania taSmy nie zmienita si¢ (poczatkowo, tuz po obrocie przyjmujemy przyblizenie ze
sifg ta si¢ nie zmienia w trakcie krotkiego pomiaru), catkowita sita (Fy,¢q;) ktora dziata na mate masy
1 nadaje im przyspieszenia jest rowna dwukrotnosci wartosci sity grawitacyjnej pochodzacej od duzych
mas:

=2F =26 —-2
= 5
Ftotal - b (8)

Kazda mata masa jest zatem przyspieszana w kierunku sasiedniej duzej masy, z poczatkowym
przyspieszeniem a,, ktére wyraza si¢ rOwnaniem wynikajacym bezposrednio z I1 zasady dynamiki:

mim,
m2 ao = 2 G b 2 (9)

Oczywiscie, gdy mate masy zaczynajg si¢ poruszac, tasma skretna staje si¢ coraz mniej naprgzona, tak
ze sila maleje 1 zmniejsza si¢ ich przyspieszenie. Jesli system jest obserwowany przez stosunkowo dtugi
okres czasu, to bedg widoczne jego oscylacje. Jesli jednak przyspieszenie matych mas zostanie zmierzone,
zanim moment obrotowy pochodzacy od tasmy skretnej ulegnie znacznej zmianie, do wyznaczenia stalej
grawitacji G mozna zastosowac rownanie (9).

Bioragc pod uwage natur¢ ruchu uktadu malych mas (ttumiony harmoniczny) poczatkowe
przyspieszenie jest state z doktadnos$cia do okoto 5% w czasie t rownym jednej dziesiatej okresu oscylacji
(juz wczesniej podano, ze T = 10 [min]). Dobre wyniki mozna zatem uzyskaé, jesli przyspieszenie
Wwyznaczy si¢ w ciggu pierwszej minuty po przestawieniu duzych mas.

Do wyznaczenia stalej grawitacji mozna wowczas zastosowac nastepujaca zalezno$é, wynikajaca
bezposrednio z przeksztatcenia réwnania (9):

2%
G =b?>——
2my

(10)



Nieznane przyspieszenie ay mierzy si¢ obserwujac przemieszczenie AS
plamki $wietlnej na ekranie, ktore jest S$ciSle zwigzane St S
z przemieszczeniem matych mas As. Schematycznie pokazano to na
rysunku (Rys. 6):
As - przemieszczenie liniowe matych mas (oznaczone na rysunku
schematycznie, jego warto$¢ jest bardzo mata),
d - odleglo$¢ od srodka masy matych mas do osi obrotu wagi

Skretneja 207 tan20 = a8
AS - przemieszczenie plamki $wietlnej na ekranie, oraz 2
L - odleglo$¢ podziatki od lusterka wagi, L

biorac pod uwage podwojenie kata odbicia (jesli lusterko obrocito sig
o kat 8, to kat pomiedzy promieniem padajagcym i odbitym wynosi 26)

AS = As (Zd—L) (11)

Korzystajac z rownania ruchu dla obiektu o stalym przyspieszeniu x = 1/2at?, przyspieszenie matych
mas mozna obliczy¢:

2As  ASd
=% T (12)
Monitorujgc ruch/potozenie plamki $wietlnej w funkcji czasu, przyspieszenie a, malych mas mozna
wyznaczy¢ z rdbwnania (12), a stalg grawitacji mozna nast¢pnie wyznaczy¢ korzystajac z rownania (10).



UWAGA: Pomiary na laboratorium studenckim wykona¢ wykorzystujac

metode okreslong jako metoda 2

3. Metodologia wykonania pomiaréow (metoda 2)

1.

Sprawdzi¢ czy waga jest wypoziomowana. Jesli jest to potrzebne nalezy wypoziomowaé wage
skrecen. Wszystkie operacje nalezy wykonywa¢ powoli 1 z duzg ostroznoscig.
UWAGA! Wprowadzenie wagi w duze drgania uniemozliwia rozpoczecie pomiarow!
Rozpoczgcie pomiaréw nie wymaga aby waga/wahadto przestato oscylowac, ale wahania powinny
by¢ jak najmniejsze (jesli wahania wagi sa duze, mozna uzy¢ przyciskoéw do aretowania wagi,
znajdujacych si¢ od spodu ,,skrzynki” z matymi masami).

a. Zanotowac¢ w jakim potozeniu jest duza masa (duza masa po prawej stronie - Pozycja I, duza
masa po lewej stronie — pozycja II).

b. Zaobserwowac faze ruchu plamki §wietlnej — tzn. zaobserwowac czy mata kulka zbliza sie
do duzej kuli czy oddala (w tym celu przeanalizuj kierunek ruchu plamki lasera na ekranie).
Nastepny krok mozna rozpocza¢ wtedy gdy mala kulka jest w takiej fazie swojego
ruchu, ze oddala si¢ od duzej masy!!!

c. Obroci¢ podporg duzych mas do przeciwnej pozycji niz pozycja wyjsciowa i natychmiast
po obrocie nalezy obserwowac¢ plamke $wietlng. Zapisuj pozycje plamki swietlnej S 1 czas
t co 15 sekund. Kontynuuj zapisywanie pozycji i czasu przez okoto 30 minut.

d. Obré¢ podporg duzych mas do przeciwnej pozycji. Powtorz procedurg opisang w kroku (c)
przez kolejne 30 minut.

Skonstruuj wykres potozenia plamki §wietlnej w funkcji czasu dla obu pozycji duzych mas. Wykresl
wykres podobny do tego na Rys. 5

Analizujac wykres, znajdz punkt rownowagi dla kazdej konfiguracji duzych mas (pozycja I, pozycja
IT). W tym celu uzyj graficznej analizy w celu wyznaczenia spoczynkowych punktéw réwnowagi
S11 S2 (punktem rownowagi bedzie linia Srodkowa wokot ktorej odbywaja si¢ oscylacje). Znajdz
réznice migdzy dwoma pozycjami rbwnowagi i zapisz wynik jako AS.

Okresl okres oscylacji T systemu matych mas, analizujgc obie czgs$ci wykresu. Z analizy obu czgsci
wykresu otrzymasz nieco inny wynik. Policz $rednig tych wynikéw i zapisz jako T.

Uzyj swoich wynikéw i réwnania (10), aby okresli¢ warto$¢ stalej grawitacji G.

Okresl niepewnos$ci wszystkich wielkosci, ktore byly mierzone lub wyznaczane w tym ¢wiczeniu.

Tabela pomiarowa:

t S S1 S, AS T
[s] [mm] [mm] [mm] [mm] [s]
0
15
30
120




4. Metodologia wykonania pomiarow (metoda 3 — do wykonania jako demonstracja)

1.

Wypoziomowaé wagg skrgcen (z duzymi masami w pozycji I). Doprowadzi¢ do sytuacji kiedy
waga/wahadto przestanie oscylowac.

Wilaczy¢ laser i przez kilka minut obserwowa¢ punkt koncowy wagi w pozycji I, aby upewnic sie,
ze system jest w rownowadze.

Zapisa¢ potozenie (S;) plamki $wiatta lasera (punkt koncowy Pozycja I) tak doktadnie, jak to
mozliwe. Nalezy réwniez wskaza¢ wszelkie zmiany potozenia plamki w czasie, jako margines biedu
pomiaru.

Ostroznie obroci¢ podpore obrotowa tak, aby duze masy zostaty przesunigte do pozycji II. Kule
powinny tylko dotyka¢ obudowy, nalezy uwaza¢, aby nie uderzy¢ obudowy i nie zaktocac systemu.
Natychmiast po obroceniu wspornika obrotowego obserwowaé punkt swietlny. Nalezy zapisywac
potozenie plamki §wietlnej (S) 1 czas (t) co 15 sekund przez okoto dwie minuty.

Tabela pomiarowa:

[mm]

S, AS, t S

[mm] [mm]

120

5. Obliczenia

1.

Narysuj wykres przemieszczenia plamki
swietlnej (AS =S —S; w funkcji kwadratu
czasu (t2) z t? na osi poziomej. Wykre$l linie
prosta, ktora jest najlepszym dopasowaniem do
punktow pomiarowych (wez pod uwage dane z
pierwszych 60 sekund obserwacji).

Okresl  nachylenie metody
najmniejszych  kwadratow.  Niepewnosci
parametrOw prostej rowniez okre$l z metody
najmniejszych kwadratow.
Wykorzystaj rownania: (12)
wyznaczenia stalej grawitacyjne;.
Warto$¢ obliczona w kroku 3 obarczona jest
bledem systematycznym. Mala kula jest
przyciagana nie tylko do sgsiedniej duzej kuli,
ale takze do drugiej duzej kuli - bardziej
odlegtej, chociaz ze znacznie mniejszg sita. Uzyj
procedury opisanej w dokumentacji wahadta (metoda I), aby skorygowac te site.
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Rys. 7. Przyktadowe wyniki pomiarow naniesione na
wykres, wraz z linig najlepszego dopasowania.
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