Wahadlo balistyczne.
Wyznaczanie predkosci pocisku i sprawdzanie zasad zachowania
energii i momentu pedu.

1. Wymagania do ¢wiczenia

1. Dynamika ruchu obrotowego.
2. Drgania harmoniczne, wahadto fizyczne.
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2. Wprowadzenie do tematyki éwiczenia

Wahadto balistyczne jest urzadzeniem stuzagcym do wyznaczania predkosci lotu pocisku. Znane
jest ono w wielu odmianach. Jedno z takich wahadel, ktorego schemat przedstawiony jest na
rys. 1, uzyto w tym ¢wiczeniu. Pocisk jest metalowg kulka 1 wprawiang w ruch przez wyrzutni¢
2. Pocisk uderza we wngke wahadla 3, w ktorej zostaje uwieziony (zderzenie doskonale
niesprezyste), lub w od ktorej si¢ odbija (zderzenie sprezyste). Na skutek tego uderzenia wahadto
zaczyna poruszac si¢ ruchem obrotowym i przy tym popychac lekki wskaznik 4, ktory pokazuje
maksymalne wychylenie na skali katowe;j 5.



5. Skala katowa

4. Wskaznik
maks. wychylenia

3.Wahadlo

2.Wyrzutnia

1. Kulka

Rys. 1. Wahadio balistyczne — schemat

Charakterystyczne wielkosci przedstawiono na rys. 2, gdzie:
m — masa pocisku,
v — predko$¢ pocisku przed uderzeniem,
r — odlegto$¢ toru pocisku od osi obrotu wahadta,
M — masa wahadla,
| — moment bezwtadnosci wahadta,
R — odlegtos¢ srodka masy wahadta od jego osi obrotu,

a — kat maksymalnego wychylenia wahadta.
Wi,

e

Rys. 2. Wahadto balistyczne — charakterystyczne wielkosci

2.1. Zderzenie doskonale niesprezyste

Dla doskonale niesprezystego zderzenia, podczas ktorego pocisk zostaje unieruchomiony we
wngce wahadta, mozna zastosowa¢ zasadg zachowania momentu pedu. Moment pedu L uktadu



przed zderzeniem jest momentem pocisku. Mozna go obliczy¢ jak dla ciata punktowego, poniewaz
przed zderzeniem pocisk si¢ nie obraca

Ly = pir = mvr 1)

gdzie pi jest pedem pocisku przed zderzeniem, m masa pocisku, v predkosciag pocisku przed
uderzeniem, a r odlegtoscia toru pocisku od osi obrotu wahadta.

Moment pgdu L po zderzeniu liczymy jak dla ciata sztywnego, ktére stanowi obracajace si¢
wahadto razem z pociskiem

LH = IH(U = (I + mrz)a) (2)
gdzie I jest momentem bezwladnosci ukladu wahadto-pocisk bedacym sumg momentu
bezwtadnoéci samego wahadta | i momentu bezwladnoéci pocisku mr?, natomiast o jest
predkoscia katowa uktadu tuz po zderzeniu.

Stosujac zasade¢ zachowania momentu pedu, czyli Ly =Ly, po uwzglednieniu powyzszych
zaleznosci otrzymujemy

mur = (I + mr¥)w (3)

Do opisu ruchu obrotowego wahadta (razem z pociskiem) po zderzeniu az do zatrzymania si¢
mozna uzy¢ zasady zachowania energii, z uwzglednieniem tego, Ze straty energii zwigzane z
oporem powietrza i silg tarcia w tozysku wahadta sg znikome. Energia uktadu Ej tuz po zderzeniu
jest energia kinetyczng ruchu obrotowego
Iw?  (+mr?)w?
Ey = Hz = 2 4)

Energia uktadu E;n w momencie zatrzymania si¢ i osiggnigcia skrajnego potozenia jest
energia potencjalng. Jednak najwygodniej jest obliczy¢ ja osobno dla wahadta i osobno dla
pocisku, poniewaz wahadlo i1 pocisk maja swoje srodki ciezkosci w réznych punktach. Z rys. 2
widaé, ze $rodek ciezkosci pocisku podnosi si¢ na wysokos¢ h =r(l-cosa), gdzie r jest
odlegtoscig pocisku od osi obrotu. Analogicznie $rodek ciezkosci wahadla podnosi si¢ na
wysokos¢ H = R(1-cosa), gdzie R jest odlegtoscig srodka cigzkosci wahadta od osi obrotu.
Dlatego energia potencjalna Eii jest rowna

Eyp = mgh + MgH = mgr(1 — cosa;) + MgR(1 — cosa;,)
(%)
gdzie mi M sg masami pocisku i wahadta a a1 jest maksymalnym katem odchylenia wahadta w
zderzeniu doskonale niesprezystym.
Stosujac zasade zachowania energii (6a), po uwzglednieniu zaleznosci (4 1 5) otrzymujemy
rownanie (6b)
Ey = Eny (6a)
(I+mr?)w?
2
Wyznaczajac z powyzszego rownania predkos¢ katowa po zderzeniu

= (mgr + MgR)(1 — cosa,) (6b)

w = \/2(mgr+MgR)(21—cosa1) (7)
I+mr
I podstawiajgc do rownania (3) dostajemy rownanie
_ 2y [2(mgr+MgR)(1—-cosa,)
mvr = (I + mr?) \/ pr— (8)



z ktorego mozna obliczy¢ nieznang predkos¢ pocisku

b= J2(I+mr2)(mgr+MgR)(1—cosa,) (9)
mr
Mozna takze zastanowi¢ sig, jaka cze$¢ poczatkowej energii zostala uniesiona przez wahadto
z pociskiem w formie energii mechanicznej, a jaka czg$¢ zostala zamieniona na energi¢ cieplng.
Energia poczatkowa E; jest energig kinetyczng pocisku
mv?

B =— (10)

a energia mechaniczna po zderzeniu E; na podstawie zasady zachowania energii (6a) jest rowna
energii koncowej Ein danej wzorem (5). Dlatego stosunek energii mechanicznych przed i po
zderzeniu, ktory mozna nazwac sprawnoscig zderzenia, jest rOwny

— Eq — Enp — (mgr+MgR)(1-cosaq) (11)

1 1.2

2.2. Zderzenie spreZyste

Jezeli pozwolimy, zeby pocisk odbil sie¢ od wahadla (jak to zrobi¢, opisane jest w czesci
wykonawczej instrukcji) i poruszat si¢ po zderzeniu z predko$cig inng niz dolny koniec wahadta,
to zasada zachowania momentu pedu obejmujgca chwile tuz przed i tuz po zderzeniu bedzie miata
posta¢ podobng do tej w réwnaniu (3):

Li=Ly czyli mvr =lw+mru (12)

ale uwzgledniajaca to ze pocisk po zderzeniu porusza si¢ z predkoscia U, ktora teraz jest nieznana.
Natomiast predkos¢ pocisku v przed zderzeniem jest znana i taka sama jak w zderzeniu
niespr¢zystym, poniewaz wyrzutnia nie zmienita swoich parametrow pracy.

Do opisu ruchu obrotowego wahadta bez pocisku, po zderzeniu az do zatrzymania si¢, mozna uzy¢
zasady zachowania energii podobnie jak w zderzeniu doskonale niesprezystym. Energia samego
wahadla Ewl tuz po zderzeniu jest energia kinetyczng ruchu obrotowego

I 2
Eyn = % (13)

Energia Ewin wahadta w momencie zatrzymania si¢ i osiggni¢cia skrajnego potozenia jest energia
potencjalng, obliczong podobnie jak w zderzeniu niespr¢zystym

E,in = MgH = MgR(1 — cosa,) (14)

gdzie o2 jest maksymalnym katem odchylenia wahadla w zderzeniu sprezystym.
Stosujac zasade zachowania energii (15a), po uwzglednieniu zalezno$ci (13) i (14) otrzymujemy
réwnanie (15b)

Eyn = Ewm (15a)
w2
% = MgR(1 — cosa,) (15b)

Wyznaczajac z powyzszego rownania predkos$¢ katowa po zderzeniu

w = ’ZMgR(ll—cosaz) (16)

1 podstawiajac do rownania (12) dostajemy rownanie



mur = [ /w + mru @17

z ktérego mozna obliczy¢ nieznang predkos¢ pocisku po zderzeniu sprezystym

V21 MgR (1—cosa,)
mr

u=v (18)

Zgodnie z konwencjg przyjeta w rownaniu (12), dodatnia wartos¢ tej predkosci jest dla jej zwrotu
zgodnego z predkoscia poczatkowa V.

W zderzeniu sprezystym takze jest godne uwagi to, jaka czgs$¢ poczatkowej energii pocisku
zostala uniesiona przez wahadto i przez pocisk w formie energii mechanicznej, a jaka cze$¢ zostata
zamieniona na energi¢ cieplng. Energia poczatkowa pocisku E; jest dana zalezno$cig (10), a po
zderzeniu energia mechaniczna wahadta Ewi na podstawie zasady zachowania energii (15a) jest
rowna jego energii koncowej Ewin danej wzorem (14). Oczywiscie do energii wahadla po
zderzeniu nalezy doda¢ energie pocisku po zderzeniu E,;; = >mu?. Dlatego stosunek catkowitych
energii mechanicznych przed i po zderzeniu, ktéry mozna nazwaé sprawnoscia zderzenia, jest
réwny

_ 1.2
En _ EwntEpn _ EwmitEpn _ MgR(1—cosay) + ;mu

5 = E; E E %mUZ (19)
Po wstawieniu predkosci pocisku po zderzeniu u danej wzorem (18) otrzymujemy
2
MgR(1—-cosay) + %m(v - @)
N2 = 20)

1.2
Emv

2.3. Pomiar istotnych wielkosci fizycznych

Do obliczenia predkosci pocisku v oraz sprawnosci 71 i 772 zderzenia doskonale niesprezystego
1 sprezystego potrzebne sa masy m i M pocisku i wahadta oraz odleglosci r i R ich srodkéw masy
od osi obrotu. Poniewaz do pomiaru wilasciwosci wahadla potrzebny jest jego demontaz,
powyzsze wielko$ci zmierzono wczesniej jednorazowo i nalezy je traktowaé jako doktadnie dane.
Najtrudniej jest zmierzy¢ rownie potrzebny moment bezwladnosci lo wahadta. W celu uzyskania
tej wielkos$ci postuzono si¢ wzorem na okres drgan wahadta fizycznego

IO
MgR

T =2m

(21)

Widac¢, ze nalezato zmierzy¢ okres drgan wahadta T 1 za pomocg powyzszego wzoru obliczy¢ jego
moment bezwtadnosci lo, ktora to wartos¢ takze nalezy traktowac jako doktadnie dana.

3. Metodologia wykonania pomiaréw

Urzadzenie pomiarowe przedstawione jest na rys. 3. Zaopatrzone jest ono w wyrzutni¢ 1
Z mechanizmem sprezynowym, sktadajacym sie, oprocz niewidocznej tu sprezyny, z napinacza 3
i spustu 2. Pocisk jest metalowg kulkg 4 wprawiang w ruch przez wyrzutni¢. Pocisk uderza we
wneke wahadta 6, w ktorej zostaje uwigziony przez mechanizm zapadkowy (zderzenie doskonale
niesprezyste), lub w od ktorej si¢ odbija (zderzenie sprezyste) po unieruchomieniu mechanizmu
zapadkowego. Na skutek tego uderzenia wahadto zaczyna porusza¢ si¢ ruchem obrotowym i przy
tym popycha¢ lekki wskaznik 8, ktory pokazuje maksymalne wychylenie na skali katowej. Do
uwolnienia pocisku z wneki wahadta stuzy dzwignia zwalniajaca 7. Chociaz celem ¢wiczenia jest
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posredni pomiar predkosci pocisku za pomocg pomiaru odchylenia wahadta, to dla kontroli
predkos¢ t¢ mozna takze mierzy¢ na biezgco miernikiem predkosci 5 z wyswietlaczem cyfrowym.
Miernik ten za pomocg uktadu dwoch fotokomoérek mierzy czas, w ktorym pocisk przebywa znany
dystans dzielacy te fotokomorki.

5. Miernik
predkosci

PHUWE

go00 =

3. Napinacz

4. Pocisk S
) \
ey |8 8. Wskaznik

\ wychylenia
. 6. Wahadlo

7. Dzwignia zwalniajaca pocisk

Rys. 3. Urzgdzenie pomiarowe

4. Kolejnos¢ wykonywania czynnosSci:

Uwaga: Jezeli na dolnej czesci wahadlia nie znajduje si¢ taSma klejaca, pomiary zaczynamy od
punktu 1 (zderzenie doskonale niesprezyste), a w przypadku obecnosci tasmy klejacej pomiary
zaczynamy od zderzenia spr¢zystego — punkty 1, 9i 10.

1. Podlaczy¢ urzadzenie do sieci 230 V. Odchyli¢ wskaznik wychylenia 8 do okoto 50°. Jezeli
wskaznik opada, nalezy poprosi¢ prowadzacego lub pracownika technicznego o dokrgcenie
$ruby usztywniajgcej wskaznik. Przymocowa¢ do wahadta 6 dodatkowe cigzarki w liczbie
podanej przez prowadzacego zajecia (od 0 do 4), przykrecajac je od dotu $ruba. Zanotowaé
ich liczbe n.

2. Umiesci¢ pocisk 4 w magnetycznym gniezdzie wyrzutni 1 w miejscu jak na rys. 3 1 naciggnaé
napinacz 3 do ustyszenia stukniecia zapadki.

3. Wyzerowaé potozenie wahadta 6 (a¢=0) i potozenie wskaznika wychylenia 8. Wyzerowac
wskazania miernika predkosci 5 przyciskiem z napisem Reset.

4. Wiystrzeli¢ pocisk z wyrzutni 1 za pomoca spustu 2. Zanotowa¢ widoczng na wyswietlaczu
predkosé Vo pocisku oraz kat wychylenia o wskaznika 8.

5. Przytrzymujac delikatnie prawg rekg wahadto, lewa dton podstawi¢ pod wahadto 1 przesuna¢
ja w lewo o kilka milimetrow zwalniajac przy tym dzwigni¢ 7. Pocisk powinien opas¢ na dton.

6. Z powodu oporéw ruchu wskaznika wahadto jest przez niego hamowane i uktad wahadto-

wskaznik nie osigga docelowego maksymalnego kata wychylenia. Dlatego czynnosci z

punktéow od 2 do 5, jednak bez zerowania potozenia wskaznika wychylenia 8, nalezy

powtarza¢ dotad, az wskaznik ten przestanie zmienia¢ swoje wychylenie.

To maksymalne wychylenie wskaznika jest katem a1 dla zderzenia doskonale niesprezystego.

8. Przechodzac do badania zderzenia sprezystego nalezy unieruchomi¢ mechanizm zapadkowy
znajdujacy sie we wnece wahadta. W tym celu mozna uzy¢ tasmy klejacej. Zeby nie naruszyé

6
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delikatnego tozyska wahadla, nalezy przestrzega¢ nastgpujacych regul postepowania.
Delikatne przyklejanie tasmy zaczynamy od prawej a nastepnie tylnej $cianki wahadta, po
czym dociskamy przyklejone miejsca. Potem, wcigz przytrzymujac jedna r¢ka wahadlo,
napinamy tasme i zaklejamy z lewej strony wngke wahadta oraz jego przednig i prawg $ciankg.
Odcinamy tasme i delikatnie dociskamy nowoprzyklejone miejsca.

9. Wykona¢ czynnosci z punktéw 2, 3, 4, 6. Koncowe maksymalne wychylenie wskaznika jest
katem o> dla zderzenia sprezystego.

10. Jezeli nie zbadano zderzenia doskonale niesprezystego, nalezy delikatnie odklei¢ tasme
klejaca (przytrzymujac druga reka wahadlo) 1 przeprowadzi¢ pomiary wedtug punktow od 2
do7.

Zanotowac¢ wielko$¢ dziatki elementarnej Ao skali katowe;.

Tabela pomiarowa

Liczba Zderzenie Zderzenie
dodatkowych dosk. niesprezyste sprezyste
ciezarkow ' prezy prezy

Vo o Vo o
n

[ ] [] [1 ][]

a1 = a2 =

Wielkosci dane (nalezy traktowac je jako znane bardzo doktadnie):

—m = 28.5 g — masa pocisku,

— Mo = 99 g — masa samego wahadla,

—m¢ = 10 g — masa kazdego dodatkowego ci¢zarka,

—ms = 2 g — masa $ruby mocujacej cigzarki,

—r =240 mm — odleglos¢ toru pocisku od osi obrotu wahadta,

—Ro =125 mm — odlegto$¢ $rodka masy samego wahadta od jego osi obrotu,
— T =10.9518 s — okres wahan samego wahadta.

5. Obliczenia

1. Obliczy¢ mase wahadta z ciezarkami wg wzoru
M = M, + sgn(n) my + nm,

gdzie funkcja signum, czyli sgn(n), przyjmuje wartos¢ 1 dla dodatniego n, wartos¢ 0 dla zerowego
n iwarto$¢ -1 dla ujemnego n (z tac. signum — znak).
Obliczy¢ odleglos¢ srodka masy wahadla z cigzarkami od osi obrotu wg wzoru

_ MyR, + sgn(n) mg (0.259+0.0031n) + nm(0.265+0.00155n)
- M

R

gdzie wszystkie jawne liczby wyrazone sg w metrach.
Obliczy¢ moment bezwtadnosci lo samego wahadta ze wzoru (21).
Obliczy¢ moment bezwladno$ci wahadta z cigzarkami wg wzoru

I =1, + sgn(n) mg (0.259 + 0.0031n)? + nm,(0.265 + 0.00155n)?
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10.

11.

Obliczy¢ ze wzoru (9) predkosc v pocisku, ktorg uznajemy za zmierzong posrednio za pomocg
wahadta balistycznego.

Obliczy¢ niepewno$¢ standardowa U(a) pomiaru kata metoda typu B.

Obliczy¢ niepewnos¢ standardowg U(V) z prawa przenoszenia niepewnosci bazujac na u(a).
Obliczy¢ srednig predkos¢ Vi pocisku pokazywang przez miernik cyfrowy, na podstawie
wszystkich predkosci Vo niezaleznie od typu zderzenia, poniewaz predkosc Vo 1 jej pomiar nie
zaleza od typu zderzenia.

Obliczy¢ metoda typu A niepewno$¢ standardowa u(Vo) pomiaru predkosci Vo przez miernik
cyfrowy oraz niepewno$¢ standardowa u(vs) $redniej predkosci.

Obliczy¢ predkos¢ pocisku U po zderzeniu sprezystym ze wzoru (18). Do obliczen uzy¢, jako
doktadniejsza, $rednig predkos¢ Vi pocisku pokazywang przez miernik cyfrowy.

Obliczy¢ niepewno$¢ U(U) z prawa przenoszenia niepewnos$ci bazujgc na u(a) i U(Vir).
Obliczy¢ sprawnosci 71 i 72 odpowiednio zderzenia doskonale niesprgzystego i sprezystego
ze wzorow (11)1(22). Katy a1 i a2 s3 koncowym maksymalnym wychyleniem wskaznika dla
danego typu zderzenia. Do obliczen uzy¢, jako doktadniejszg, $rednig predkos¢ v pocisku
pokazywang przez miernik cyfrowy.

Obliczy¢ niepewnosci standardowe U(71) | U(772) z prawa przenoszenia niepewnos$ci bazujgc
na u(a) i u(vsr).

We wnioskach na poczatku poprawnie zapisa¢ koncowe wyniki v, U, n1 1 72 wraz z ich
niepewnosciami, a takze poprawnie porownac ze sobg predkosci pocisku V i Vo zmierzone
obiema metodami oraz sprawnosci #1 1 772 obu typow zderzen. Porownac¢ z zerem predkosc¢
pocisku u po =zderzeniu sprezystym w celu stwierdzenia kierunku tej predkosci.
Oczywiscie wszystkich poréwnan dokonuje si¢ za pomocg niepewnosci.



