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Niepewnosc¢ pomiarow

WSTEP

Ponizej przedstawiono niektore definicje ogdélnych termindw metrologicznych, ktére obowigzywaé¢ beda na

pracowni studenckiej:

Btad pomiaru - rdéznica miedzy wynikiem pomiaru a wartoscia mierzonej wielkosci fizycznej.
Bywa tez nazywany btedem bezwzglednym pomiaru. Poniewaz wartos¢ wielkosci mierzonej
(warto$¢ prawdziwa) jest w praktyce niepoznawalna, to w celu okreslenia btedu postugujemy sie ponizszymi,
bardziej precyzyjnymi terminami. Sciste okreslenie, co to jest warto$é prawdziwa, zalezy od uzytej teorii fizycznej
(fizyka klasyczna lub kwantowa).

Btad przypadkowy - réznica miedzy wynikiem pomiaru a $rednig arytmetyczna nieskoriczonej liczby wynikow
pomiaréw tej samej wielkosci mierzonej, wykonanych w warunkach powtarzalnosci.

Btad przypadkowy jest wynikiem nieprzewidywalnych zmian przypadkowych czynnikéw wptywajgcych na pomiar;
daje on przyczynek wptywajacych na rozrzut wynikow.

Btad systematyczny - r6znica miedzy srednig arytmetyczng nieskonczonej liczby wynikéw pomiaréw tej samej
wielkosci mierzonej, wykonanych w warunkach powtarzalnosci, a wartoscig wielkosci mierzonej. Btad
systematyczny jest réwniez wynikiem czynnikdw wptywajgcych na pomiar, ale czynniki te mozna rozpoznac.
Obowigzkiem eksperymentatora jest wprowadzenie poprawki kompensujacej btad systematyczny.

Btad bezwzgledny - stosunek btedu pomiaru do wartosci wielkosci mierzonej.

Wynik surowy — wynik pomiaru przed korekcjg btedu systematycznego.

Wynik poprawiony — wynik pomiaru po korekcji btedu systematycznego.

Niepewnos¢ pomiaru — parametr zwigzany z wynikiem pomiaru, charakteryzujacy rozrzut wartosci wielkosci
mierzonej, ktéry mozna w uzasadniony sposob przypisa¢ wielkosci mierzonej. Na petng niepewnos¢ pomiaru
powinny sktada¢ sie wszystkie przyczynki pochodzgce od rozrzutu wynikéw, rozktadu prawdopodobienstwa
przyjetego na podstawie wiedzy o mierzonej wielkosci, o jej pomiarach, wykorzystanych przyrzadach
pomiarowych lub przyczynki wynikajace z doswiadczenia eksperymentatora.

Niepewnos¢ pomiaru wielko$ci x oznaczamy literg u(x) (od angielskiego stowa’’uncertainty”)

Uwaga: symbol V oznacza, ie zapisy zawarte miedzy nim a symbolem A stanowia informacje
rozszerzajaca, wykraczajgca poza program I pracowni fizycznej, skierowang do oséb zainteresowanych

gtebszym zrozumieniem poruszanej w tym opracowaniu tematyki.
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OBLICZANIE NIEPEWNOSCI POMIAROW

Jezeli dokonujemy pomiaru danej wielkosci fizycznej X za pomoca jakiego$ przyrzadu (linijka, mikromierz,
woltomierz) to pomiar taki nazywamy bezposrednim. Natomiast jezeli do wyznaczenia danej wielkosci fizycznej Y
potrzebny jest wczesniejszy bezposredni pomiar jednej lub kilku wielkosci X,, X5, ..., zktérych obliczana jest

wielko$¢ Y na podstawie wzoru fizycznego, to takie wyznaczenie wielkosci Y nazywamy pomiarem posrednim.

1 Pomiary bezposrednie

1.1 Obliczanie niepewnosci standardowej metodg A

Niepewnos¢ standardowa mierzonej wielkosci fizycznej wyznaczamy metoda typu A, jezeli dysponujemy
zestawem pomiaréw powtarzanych w jednakowych warunkach, a obliczanie niepewnosci dokonuje sie droga
analizy statystycznej.

Chociaz mierzona wielko$¢ X jest niezmienna, to jednak pomiary daja rézne wyniki na skutek istnienia
przypadkowych btedéw pomiarowych. Zatem wielko$¢ X, mierzona bezposrednio, moze byc¢ traktowana jako
zmienna losowa x, a wykonanie n pomiarow bezposrednich - jako losowanie n elementowej préby z
nieskonczenie licznej populacji, ktéra stanowig wszystkie mozliwe realizacje zmiennej losowej (wszelkie mozliwe
wartosci pomiaréw).

Najlepszym oszacowaniem (estymatorem) warto$ci oczekiwanej zmiennej losowej x modelujacej wyniki
pomiaréw wielkosci X, na podstawie wynikdw serii n niezaleznych pomiaréw x4,x5,...,X,, jest $rednia
arytmetyczna obliczona ze wzoru (62, Dodatek). Dlatego jako jeden ostateczny wynik pomiaru metoda typu A

przyjmuje sie wartosc¢ tej srednie;j:

X= Zn:xi. (1)

i=1

S|

Odchylenie standardowe o pojedynczego pomiaru jest miarg Sredniego rozrzutu wynikéw pomiaréw
wokét prawdziwej wartosci mierzonej wielkosci (wartosci oczekiwanej). Jego estymatorem jest odchylenie

standardowe eksperymentalne s, ktére oblicza sie z zaleznosci (63, Dodatek).

5, = 2izq(x — x)? . (2a)
n—1

Jednak my zdecydujemy sie jako wynik pomiaru podaé wartosé srednig X, a nie ktérys z pojedynczych pomiarow

x;. Dlatego niepewnosc¢ standardowg pomiaru wyznaczamy obliczajgc odchylenie standardowe sz Sredniej X, a

nie odchylenie standardowe s, pojedynczego pomiaru. Odchylenie standardowe sSredniej jest mniejsze niz

odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru i wyraza sie wzorem (65, Dodatek):

S JZ’:?(S—_—SOZ oy (E). (2)
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Stanowi ono niepewno$¢é standardowa u(x) obliczong metoda typu A.
Powyzszy wzér jest wyrazem faktu, ze srednia X, chociaz, tak jak wynik pojedynczego pomiaru, nie jest réwna

wartos$ci prawdziwej, to jednak lezy ona $rednio blizej wartosci prawdziwej, niz pojedynczy pomiar.

1.2 Obliczanie niepewnosci standardowej metodg typu B

Niepewnos$¢ standardowa szacuje sie metoda typu B w przypadku, gdy dostepny jest tylko jeden wynik
pomiaru, lub gdy wyniki nie wykazuja rozrzutu. Wéwczas niepewnos¢ standardowa nie mozna obliczyé droga
analizy statystycznej i ocenia sie jg na podstawie danych umieszczonych w specyfikacji przyrzadu pomiarowego,
wiedzy o danej wielkosci fizycznej lub o przedziale, w ktérym wartos¢ rzeczywista powinna sie miesci¢. W
laboratorium studenckim najprostsza metoda obliczania niepewnosci typu B polega na uwzglednieniu
niepewnosci maksymalnej Ax, bedacej potowag szerokosci przedziatu, w jakim zmierzone wartosci powinny sie
miesci¢. Zazwyczaj przyjmuje sie, ze rozrzut wynikéw opisany jest rozktadem jednostajnym (Rysunek 10, rozdz.
8.2.1), a wtedy wartos¢ Ax jest rowna potowie szerokosci rozktadu jednostajnego. Czesto niepewnosc¢
maksymalna jest niepewnoscig wzorcowania, Ax = Axy,, rowng wartosci dziatki elementarnej stosowanego
miernika. W takim przypadku niepewnosé¢ standardowa typu B bedzie rédwna odchyleniu standardowemu

rozktadu jednostajnego, wyznaczonego ze wzoru (61, Dodatek):

Ax
u(x) =—. (3)
V3
dziatka
elementarna\\ 20 30 %0
AO S0

S Vv %
Rysunek 1. Tarcza miernika analogowego o dziatce elementarnej Ax = 2V i zakresie 60V

W przypadku miernika o wyswietlaczu cyfrowym niepewnos¢é wzorcowania Ax nalezy przyja¢ réwng jednostce
ostatniego miejsca na wyswietlaczu.

Innym sposobem okreslenia niepewnosci typu B jest obliczenie jej z klasy i zakresu miernika. Klasa
podawana jest przez producenta na mierniku w procentach, a zakres pomiarowy jest maksymalng wartoscia
mozliwg do zmierzenia (Rysunek 1):

_ |klasal - zakres

e 100-v3 @

Czesto powinien decydowac zdrowy rozsagdek — jezeli uzywamy stopera o niepewnosci wzorcowania Aty, =
0,01 s, to jednak jako niepewnos¢ maksymalng nalezy przyja¢ czas refleksu cztowieka At = 0,3 s. W laboratoriach
naukowych powinno sie jednak kierowa¢ danymi producenta dotyczacymi niepewnos$ci, umieszczonymi

w dokumentacji przyrzadu pomiarowego.
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1.3 Obliczanie niepewnosci standardowej metoda typu AB

Jezeli obydwa typy niepewnosci A i B wystepujg rdwnoczesnie, nalezy postuzy¢ sie prawem sktadania

niepewnosci, ktore prowadzi do nastepujacej zaleznosci na niepewnos¢é standardowa taczna:

u(x) = \/(uA(x))Z + (up (x))z. (5)

Z takim przypadkiem mozemy mie¢ do czynienia, gdy dla tej samej niezmiennej wielkosci fizycznej dysponujemy

serig pomiaréw, z ktérej wyznaczamy niepewnos$c¢ u, (x) metoda typu A, a dodatkowo przewidujemy wystgpienie
btedu systematycznego, ktérego nie mozemy wyeliminowa¢ podczas pomiaréw, a ktoérego wartosé mozemy
jedynie oszacowa¢ metoda typu B jako niepewnos¢ ug(x).

Niewtasciwe jednak bytoby uwzglednienie za pomoca wzoru (5) niepewnosci typu B zwigzanej z dziatka
elementarng wg. wzoru (3), jezeli odpowiada przypadkowym btedom odczytu, poniewaz ten btad odzwierciedlit
sie (oprocz innych czynnikéw) w rozrzucie zmierzonych wartosci, co zostato juz uwzglednione w niepewnosci
u (x) obliczonej metoda A.

Niepewnos$c¢ ug(x) dla btedu systematycznego dodajemy do niepewnosci u,(x) dla btedu przypadkowego
za pomoca wzoru (5) typowego dla sktadania btedow przypadkowych. Jest to dziatanie wtasciwe, poniewaz btad
systematyczny, jezeli jest nieznany, zawiera element przypadkowosci. Jest on specyficzng zmienng losowg, o
czym ponizej.

Kwestie poruszong w powyzszym akapicie mozna zobrazowa¢ doktadniej na podstawie przyktadowego
pomiaru jednym miernikiem dwéch wielkosci x; i x, jednego typu (np. dwdch odlegtosci), a nastepnie dodaniu
tych wielkos$ci: x = x;+x,. Obliczenie niepewnosci koricowej wielkosci x z uwzglednieniem niepewnosci u, (x)
dla btedéw przypadkowych (pomiary byty wielokrotnie powtarzane) i niepewnosci ug(x) dla btedéw

systematycznych obu wielkosci x4 i X musi zachodzié wedtug wzoru  u(x) =

\/[uA(xl)]Z + [ua(x2)]? + [ug(xy) + ug(x;)]?, poniewaz btedy systematyczne dwdch pomiaréw jednym
miernikiem sa skorelowane (zgodne, dodajg sig). Gdyby jednak obie wielkosci x4 i x, byty mierzone réznymi

miernikami, to btedy systematyczne obu miernikéw bytyby nieskorelowane (niezalezne, mogtyby sie dodac¢ lub

odjaé), a zatem niepewnos¢ wielkosci x: u(x) = \/[uA(xl)]z + [ua (x2)]% + [ug(x1)]% + [ug(x;)]?

2 Pomiary posrednie

Nazwa pomiar posredni wielkosci fizycznej Y okreslamy sytuacje, gdy najpierw mierzymy kilka
pomocniczych odrgbnych wielkosci fizycznych X; , a nastepnie docelowa wielkos¢ Y obliczamy z jakiegos wzoru
dzigki wielkosciom X;. Znaczy to, ze w pomiarach posrednich mierzona (obliczana) wielkosc Y jest funkcja kilku
wartosci Xj, czyli Y = f(Xq,X,,..X;,.. Xy), gdziej = 1,2... N. Funkcja f wynika z fizycznego wzoru, wigzgcego te
wielkosci. Jezeli z wczesniejszych pomiaréw znamy estymaty x;(np. wartosci $rednie) wszystkich wielkosci X;
oraz ich niepewnosci standardowe u(x;), to estymatay mierzonej posrednio wielkosciY oraz jej niepewnosc

standardowa u(y) wyznacza sie z zaleznosci:
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y = f(xq,%3, ... xXy) (6)

N 2 2 2
a a a
u(y) = Z[%u(xj)] = \][a—flu(xl)] +[a—£2u(x2)] + . (7)
ST

Tak wyznaczona niepewnos$¢ nazywa sie niepewnoscia ztozong (ang.”’combined”). Wz6r (6) wyraza prawo
przenoszenia niepewnosci.
W praktyce mozemy mie¢ do czynienia z r6znymi szczegétowymi przypadkami. Moze sie zdarzy¢, ze N = 1,

czyli z jednej wielkosci X obliczana jest jedna wielkos¢ Y. Wtedy prawo to redukuje sie do postaci

u) =[2] ueo)

Czesto tez sie zdarza, ze pomiary posrednie sktadaja sie pietrowo — wielko$¢ Y; obliczana jest z kilku wielkosci X,
podobnie jest z wielkosciag Y,, a nastepnie z wielkosci Y; i Y, obliczana jest Z. Nalezy wtedy po kolei stosowaé
prawo przenoszenia niepewnosci (6) do obliczania Y; i Y,, a nastepnie do obliczenia Z.

Nalezy zaznaczyc¢, ze prawo przenoszenia niepewnosci w postaci danej wzorem (6) jest stuszne tylko w
przypadku, gdy pomiary sa nieskorelowane, to znaczy gdy pomiar x; dowolnej wielkosci X; nie zalezy od pomiaru
X dowolnej innej wielkosci X;. Chociaz wielkosci X; i X moga byc¢ zalezne (np. zwigzane jakims wzorem), to
wazne jest, zeby btedy zmierzonych wartosci x; i y, nie byty zalezne. Korelacja pomigdzy dwiema wielkosciami
wejsciowymi X; i X; moze wystapic, jezeli do ich wyznaczenia zastosowano ten sam przyrzad pomiarowy. Na
przyktad, jezeli ten sam termometr jest uzywany do okreslenia poprawki temperaturowej w pomiarach tych
dwdch wielkos$ci, albo wtedy, gdy do pomiaru napigcia (X;) i natgzenia pradu (X;) uzywany jest ten sam miernik
uniwersalny. Réwniez w przypadku, gdy bezposrednio mierzone jest tylko natezenie X; = I, a napiecie X, = U
obliczane jest z prawa Ohma dzieki znajomosci oporu wzorcowego i takze tego natezenia U = RI. Jednak w
sytuacji, gdy dwoma niezaleznymi miernikami mierzy sie napiecie i natezenie pradu przeptywajacego przez jeden
opornik, to chociaz natezenie pradu zalezne jest wedtug prawa Ohma od napiecia, to btedy pomiarowe, a zatem i
pomiary, nalezy uzna¢ za nieskorelowane (chyba, ze np. znaczacy wptyw na oba mierniki ma zmieniajgca sie
temperatura otoczenia).

Poniewaz uwzglednienie korelacji miedzy mierzonymi wielko$ciami wykracza poza program [ pracowni
fizycznej, ¢wiczenia laboratoryjne zostaty tak zaprojektowane, aby wptyw korelacji byt zminimalizowany. Jednak,
na przyktad przy stosowaniu metody najmniejszych kwadratéw (rozdz. 7), nawet gdy mierzone wielkosci sa
nieskorelowane, to obliczone z nich wartosci wspoétczynnikdw najczesciej sa skorelowane. Wtedy do obliczenia

niepewnosci stosujemy metode oméwiong w rozdz. 7.4.
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3 Przypadki szczegdlne

3.1 Wielokrotne pomiary tej samej wielkosci z rdznymi niepewnosciami

W praktyce pomiarowej moze zdarzy¢ sig tak, ze kazdy pomiar x; tej samej niezmiennej wielkos$ci fizycznej X
jest dokonywany z inng doktadnoscia, na przyktad wtedy, gdy pomiary sa wykonywane za pomoca réznych
miernikdéw, lub w trakcie pomiaréw zmieniany jest zakres pomiarowy. Najczesciej na réznych zakresach mierniki
maja rézng niepewnosé, wyliczang na przyktad z dziatki elementarnej wedtug wzoru (3). Zatézmy, ze kazdy pomiar
X; posiada inng niepewnos¢ u(x;). Wtedy zamiast zwyktej Sredniej arytmetycznej danej wzorem (1), nalezy

obliczy¢ srednig wazona:

_ Z?:l WiX;

=, (8)
n
i=1 Wi

gdzie wagi w; sg odwrotnosciami kwadratow niepewnosci standardowych:

1

TSI

Niepewnos¢ tak wyznaczonej $redniej mozna obliczy¢ dzieki zastosowaniu prawa przenoszenia niepewnosci do

©)

wzoru (8), co daje:

1
V2= Wi '

Czasami zdarza sie, Ze nie jeste$Smy pewni wartos$ci poszczegélnych niepewnosci u(x;), a znamy tylko ich

u(x) = (10)

stosunki. Taka sytuacja zachodzi, gdy na przyktad wszystkie niepewnosciu(x;) zostaty obliczone metoda
przenoszenia z jednej ,pierwotnej” niepewnosciu(z), ktéra zostata tylko wstepnie oszacowana. Wtedy na

$rednig wazona nadal obowigzuje wz6r (8), a niepewnos¢ sredniej wazonej jest réwna:

(X awi(x — X)?
”—Jm “”

Wzér (11) jest odbiciem metody obliczenia niepewnosci sredniej wazonej z estymacja niepewnosci wejsciowych.
Znaczy to, ze mozemy dodatkowo wyznaczyé lepsze oszacowania (estymatory) wejsciowych niepewnosci:
w(x;) = k-u(x;), gdzie k jest stosunkiem niepewnosci danych wzorem (11) i (10), czyli k = u11)(X)/u(10)(X), a

wejsciowe niepewnosci u(x;) sg jedynie wstepnym oszacowaniem.

3.2 Wielokrotne pomiary roznych wielkosci z tg samag niepewnoscig

Moze tez zdarzy¢ sie przypadek, ze mamy do czynienia z m wielkosciami fizycznymi jednego rodzaju, na
przyktad m ré6znych promieni szeregu koncentrycznych okregéw. Zaktadamy, ze kazda z m wielkos$ci mierzona
jest n krotnie. Dlatego wszystkich pomiarow jest N = m - n. Zaktadamy tez, ze mimo iz mierzymy rézne wielkosci,
kazdy pomiar cechuje sie jednakowag niepewnosciag (np. uzywamy tego samego miernika). Oznaczmy przez x; ; j-

ty wynik pomiaru i-tej wielkosci, gdzie i=1..m, j=1..n.
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Wtedy na podstawie serii wynikow x; ; mozna obliczy¢ niepewnosc kazdego z pojedynczych pomiarow:

ﬁl Z?:l(xi,j - fi)z (12)
N—m ’

u(x) =

gdzie N =m-n, ax;jest srednig wynikow pomiarow w i-tej grupie (dla i-tej wielkosci fizycznej). Kazda réznica
Xjj — X; obliczana jest tak, ze od danego wyniku pomiaru x;; odejmujemy Srednig x; wtasciwg dlai-tej grupy
pomiaréw, w ktérej znajduje sie dany pomiar.

Srednia X; w kazdej grupie pomiaréw tez cechuje si¢ swojg niepewnoscig. Jest ona mniejsza niz niepewnos$c¢

pojedynczego pomiaru, co jest typowe dla powtarzajgcych sie pomiaréw, i jest rowna

ww) =42 j Bt 8 (19)

Jn n(N —m)
Mozliwy jest tez przypadek podobny, ale bardziej ogdlny, gdy, jak poprzednio, mierzonych wielkosci
fizycznych jest m (m grup pomiaréw), ale w kazdej grupie mamy do czynienia z inng liczbg pomiaréw, oznaczmy
te liczby jako n;. Wtedy we wzorach (12) i (13) liczbe n nalezy zastapi¢ liczba n;, a liczba N jest rowna sumie liczb

ng, czyliN = Y% n;.

4 Obliczanie niepewnosci rozszerzonej

Chociaz niepewnos$¢ standardowa u(x) jest wygodna miarg niepewnosci zwigzanej z btedami pomiarowymi,
to nie przekazuje ona catej informacji o charakterze tych btedéw. W szczegélnosci, bez dodatkowych informacji
nie wiadomo, jaki jest procent btedéw w serii powtarzajgcych sie pomiaréw, ktére majg wartos¢ mniejsza niz
u(x). Ujmujac doktadniej, nie wiadomo, jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze wynik pomiaru x zawiera sie w
przedziale [X — u(x), X + u(x)] dookota wartosci prawdziwej X. Czesto prawdopodobierfistwo to nie jest bliskie
jednosci, czyli jest znaczgce prawdopodobieristwo tego, ze wynik pomiaru x wykracza poza przedziat [X —
u(x),X + u(x)]. Dlatego sformutowano pojecie niepewnosci rozszerzone;j:

Ux) = k- ux), (14)

gdzie k jest tak zwanym wspdtczynnikiem rozszerzenia. Wspétczynnik ten dobiera sie tak, aby
prawdopodobienstwo P tego, ze wynik pomiaru x miesci sie w rozszerzonym przedziale
[X —U(x),X + U(x)] wokét wielkosci prawdziwej X byto bliskiej jednosci. Stosujgc teorie wiarygodnosci (nie
omowiong tutaj) mozemy cata sytuacje odwrécié. Mozemy powiedzieé, ze nieznana warto$¢ prawdziwa X
zawiera sig w przedziale [x — U(x),x + U(x)] wokdét wartosci zmierzonejx z poziomem ufnoscip,. Stopien
ufnosci jest réwny omoéwionemu prawdopodobienstwu P.

Podstawowym problemem w ocenie niepewnos$ci rozszerzonej jest okreslenie wspoétczynnika rozszerzenia
k. Najprostszym sposobem, dopuszczalnym w laboratorium studenckim, jest przyjecie wspoétczynnika

rozszerzenia k w zakresie od 2 do 3.
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Doktadny sposdb wyznaczania wspotczynnika rozszerzenia zalezy od tego, czy znamy rozktad
prawdopodobienstwa mierzonej wielkosci i jakg metoda dokonywany jest pomiar. Sposéb ten jest oméwiony w

ponizszych podrozdziatach.

4.1 Obliczanie niepewnosci rozszerzonej metodg typu A, w przypadku gdy
wyniki pomiarow podlegajg rozktadowi normalnemu.

Tak jak zawsze w tego typu pomiarach, srednig arytmetyczna x przyjmujemy jako koncowy wynik pomiaru,
a estymator sz (wzor (2b), - jako niepewnos$¢ standardowag u(x).

Jezeli serian pomiardw jest liczna (n = 30), to wspodtczynnik rozszerzenia obliczamy tak, jak to podano
w punkcie 8.4.2, czyli po zatozeniu poziomu ufnosci p,, rdwnego zazwyczaj 0,95 lub 0,99, z tablic standardowego
rozktadu normalnego (Rysunek 13) odczytujemy warto$¢ wspoétczynnika rozszerzenia k dla danego p,,.

Jezeli serian pomiardw jest mato liczna (n < 30), to wspotczynnik rozszerzenia obliczamy tak, jak to podano
w punkcie 8.4.3, czyli po zatozeniu poziomu ufnosci p,, rownego zazwyczaj 0,95 lub 0,99, z tablic rozktadu t-
Studenta (Rysunek 14) odczytujemy warto$é wspotczynnika rozszerzenia k = t, dla liczby stopni swobody v. Gdy
wynikiem pomiaru jest Srednia arytmetyczna, liczba stopni swobody jest réwna v =n — 1, a gdy wynik pomiaru
otrzymany jest z metody najmniejszych kwadratéw, liczba stopni swobody jest réwna v =n —r, gdzier jest
liczbg parametréw krzywej dopasowania (rozdz. 7).

Podajac przy wyniku pomiaru niepewnos$¢ rozszerzong U(x), wyznaczong ze wzoru (14), koniecznie trzeba

zaznaczy¢, z jakim poziomem ufnosci p, zostata ona obliczona.

4.2 Obliczanie niepewnosci rozszerzonej metodg typu B lub gdy nie jest znany
rozktad prawdopodobienstwa wynikow pomiarow.

W przypadku gdy niepewnosé¢ standardowa pomiaru bezposredniego zostata obliczona na podstawie
dziatki elementarnej, wzoér (3), czyli z zatozeniem jednostajnego rozktadu prawdopodobieristwa, to niepewnos$é
rozszerzong obliczamy przyjmujac wspoétczynnik rozszerzenia k = V3. Jest to réwnowazne przyjeciu
niepewnosci rozszerzonej réwnej wartosci dziatki elementarnej (niepewnosci wzorowania): U(x) = Ax, czyli
rownowazne przyjeciu catego zakresu zmiennej losowej jako przedziatu ufnosci. W takim przedziale
prawdopodobienstwo znalezienia wyniku pomiaru podlegajgcego rozktadowi jednostajnemu jest rowne jednosci:
Do = 1(rozdz. 8.2.1).

Rozktad prawdopodobieristwa wynikdw pomiaréw jest nieznany najczesciej wtedy, gdy niepewnoscé
standardowg wyznaczono metodg typu B na podstawie niepetnych informacji zawartych w dokumentacji
przyrzadu pomiarowego, lub gdy postuzono sie metoda typu AB. Wtedy najprostszym sposobem jest przyjecie
a priori wspétczynnika rozszerzenia k w zakresie od 2 do 3. Dla wiekszosci rozktadéw prawdopodobienstwa,
jakie moga wystapi¢ w praktyce pomiarowej, takie wartosci zapewniaja bliskie jednosci prawdopodobienstwa

znalezienia sie prawdziwej wartosci mierzonej wielkosci fizycznej w rozszerzonym przedziale ufnosci.
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Podajac przy wyniku pomiaru niepewnos$¢ rozszerzong U(x), wyznaczong ze wzoru (14), koniecznie trzeba

zaznaczy¢, z jakim wspétczynnikiem rozszerzenia k zostata ona obliczona.

4.3 Obliczanie niepewnosci rozszerzonej w pomiarze posrednim

Nalezy najpierw obliczy¢ niepewnosci standardowe u(xj) wszystkich wielkosci fizycznych X; sktadajacych
sie na wielko$¢ konicowa Y, nastepnie obliczyé ztozonag niepewno$é standardowa u(y) metoda przenoszenia
niepewnosci podang w rozdz. 2 i dopiero na koricu oblicza¢ niepewnos$¢ rozszerzong U(y). Wymog taki
obowigzuje, poniewaz prawo przenoszenia dotyczy tylko niepewnosci standardowej, czyli nie istnieje ogdlne
prawo przenoszenia niepewnosci rozszerzone;.

Przy obliczaniu niepewnosci rozszerzonej U(y) nalezy postuzy¢ sie wspétczynnikiem rozszerzenia przyjetym
a priori w granicach od 2 do 3 (rozdz. 4.2), poniewaz w wiekszosci przypadkéw nie mozemy wyznaczy¢ rozktadu
prawdopodobienstwa wyniku pomiaru posredniego lub jest to zbyt skomplikowane.

Tylko gdy wszystkie pomiary sktadowe x; zostaty dokonane metoda typu A, mozna postuzyC sig¢ metodg z
rozdz. 4.1 (rozktad t-Studenta), najpierw obliczajac efektywna liczbg stopni swobody v, zgodnie z formuta

Welcha-Satterwhite’a:
u*(y)

- 1 /0y \* 15
Zﬂyﬂv—j(a—)(j) ut(x)) (1%)

Ve
Jezeli v, nie jest liczbg catkowita, zaokraglamy jg do najblizszej liczby catkowitej, dla pewnosci zawsze w dot.

5 Ogéblne zasady dotyczgce rachunku niepewnosci

5.1 Zasady zaokraglania liczb

Cyframi znaczacymi danej liczby réznej od zera nazywamy wszystkie jej cyfry z wyjatkiem wystepujacych na
poczatku i na koncu zer.
0,00003080 - 3 cyfry znaczace, 3080000 - 3 cyfry znaczace.

Do cyfr znaczacych zalicza sie réwniez zera koncowe, jesli sg one wynikiem pomiardéw lub obliczen:
0,00003080 - 4 cyfry znaczace, jezeli ostatnie zero jest wynikiem pomiaréw lub obliczen i dlatego niesie ono
istotng informacje. Pierwsza cyfra znaczaca musi by¢ r6zna od zera, natomiast druga i dalsze moga by¢ zerami.

Liczby cyfr znaczacych nie nalezy myli¢ z liczba cyfr po przecinku.

Zaokraglanie liczb w trakcie obliczen posrednich
Przy zaokraglaniu wynikéw obliczen posrednich nalezy kierowa¢ sie trzema zasadami:
—w doktadnosci wyniku licza sie jego cyfry znaczace, a nie cyfry po przecinku;
— obowigzuje zasada najstabszego ogniwa w tancuchu; znaczy to, ze np. jezeli jeden ze sktadnikdw dziatania

posiada 3 cyfry znaczace, a drugi — 4 cyfry znaczace, to wynik podajemy z doktadnoscig 3 cyfr znaczacych;
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— do tak zaokragglonego wyniku dodajemy jedng lub dwie cyfry ,na zapas”; chodzi o to, zeby w trakcie wielu

obliczen zmniejszy¢ kumulowanie sie btedéw wynikajacych z zaokraglen.

Zaokraglanie wynikow koricowych
Witasciwych zaokraglen dokonujemy dopiero po zakoriczeniu wszystkich obliczen:
- najpierw zaokraglamy niepewnos$¢ wyniku, a potem sam wynik;
— niepewnos$¢ nalezy zaokraglaé do dwdch cyfr znaczacych;
— ostatnia cyfra znaczaca w wyniku powinna sta¢ na tym samym miejscu dziesietnym, co ostatnia cyfra w

zaokraglonej niepewnosci (przyktad w rozdz. 5.2.1).

Przy zaokraglaniu wyniku pomiaru i niepewnosci stosuje sie powszechnie przyjete zasady zaokraglen:
Jezeli pierwsza z odrzucanych cyfr to 0+4, to liczbe zaokraglamy w dét, a jezeli pierwsza z odrzucanych cyfr to
5+9, to liczbe zaokraglamy w goére. Jezeli jednak pierwsza z odrzucanych cyfr jest rowna 5 i nie ma dalszych cyfr
lub wszystkie sg réwne 0, to liczbe zaokraglamy w gore lub w dot tak, zeby ostatnia pozostawiona cyfra byta

parzysta.

5.2 Podawanie niepewnosci

Zatézmy, ze zmierzona masa wynosi m = 1,02142kg, a niepewnos$¢ standardowa u(m)=0,35g.
Niepewnosc¢ standardowg razem z wynikiem pomiaru zapisujemy w jednej z nastepujgcych form:
m = 1,02142 kg, u(m) = 0,00035 kg
m = 1,02142(35) kg
Niepewnos$¢ rozszerzong U(m) = k -u(m) = 3-0,35 = 1,1 g razem z wynikiem pomiaru zapisujemy w formie:
m = (1,0214 + 0,0011) kg

Zauwazmy, ze niepewnos$¢ podawana jest w tych samych jednostkach, co wynik pomiaru.

5.2.1 Przyktady zaokrgglania wynikow pomiaru

Zatézmy, ze uzyskana w wyniku obliczerh masa wynosim = 0,02145 kg, a niepewnos$¢ rozszerzona U(m) =
3,751g = 0,003751 kg. Najpierw zaokrgglamy niepewnos$é do dwodch cyfr znaczgcych, co daje U(m) =
0,0038 kg. Nastepnie zaokraglamy wynik pomiaru tak, zeby ostatnia cyfra znaczaca stata na tym samym miejscu
dziesietnym, co ostatnia cyfra znaczgca w niepewnosci pomiaru, czyli tutaj do czterech cyfr po przecinku, co daje
m = 0,0214 kg. Razem wynik zapiszemy jako:

m = (0,0214 + 0,0038) kg lub jeszcze lepiej:
m= (214 + 3,8)- 103 kg

Ponizsze zaokraglenia, jakkolwiek formalnie poprawne, sg fizycznie niepoprawne:
m = (0,0214 + 0,00375) kg Zle
m = (0,02145 % 0,0038) kg zle
m = (0,021 + 0,0038) kg Zle

10
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Jezeli uzyskana w wyniku obliczert masa wynosi na przyktad m = 0,32 kg, a niepewnos$¢ rozszerzona U(m) =
0,00375 kg, to wyniku tego nie da sie zaokragli¢, poniewaz mase m obliczano z za mata liczba cyfr znaczacych
w poréwnaniu z niepewnoscia, prawdopodobnie z powodu zbyt duzego zaokraglenia jakiejs wielkosci, z ktorej ta

masa byta obliczana. Wtedy obliczenia nalezy powtorzy¢.

5.3 Porownywanie wielkosci fizycznych

W praktyce czesto wystepuje przypadek, ze chcemy poréwnaé¢ wynik pomiaru pewnej wielkosci fizycznej
z jej wartoscia tablicowa. Czesto tez poréwnujemy ze soba dwa wyniki pomiaréw jednej wielkosci fizycznej, jezeli
oba pomiary zostaty wykonane roznymi sposobami. Oznaczmy oba wyniki pomiarow jako Ty i T,, a ich
niepewnosci rozszerzone —jako U(T;) i U(T).

W celu poréwnania obu wartosci najlepiej jest utworzy¢ ich réznice T;-T, i stwierdzi¢, czy jest ona duza, czy
mata. Jednak w nauce i technice stwierdzenie typu ,,réznica T;-T, jest mata” jest gotostowne, jezeli nie
poréwnamy jej z czyms. Dlatego proponuje sie nastepujgcg procedure:

Jezeliréznica dwdéch mierzonych wielko$ci jest mniejsza niz niepewnos$é rozszerzona tej réznicy, to mozna uznad,
ze te dwie wielkosci sg sobie rowne (doktadniej— pomiar nie wykazatich réznicy):

Niepewnosc¢ rozszerzong réznicy mozna obliczy¢ dzieki prawu przenoszenia niepewnosci:

o(T, —T.
U~ T) = ku(Ty = T) = k- j[(gflz) @] +

o(T, —T.
POy = kR P

Dlatego stwierdzamy, ze pomiar nie wykazat réznicy dwéch wielkosci, gdy

T, —T,| < k- \/[u(Tl)]z + [w(T)]? (16)

gdzie k jest wspotczynnikiem rozszerzenia (rozdz. 4).
W przypadku, gdy T, jest wartoscig znaleziong w tablicy, mozna przyjaé, ze warto$¢ ta zostata podana z

niepewnoscia duzo mniejsza, niz niepewnos$¢ u(T;) naszego pomiaru, czyli mozna przyjac, ze u(T,) = 0.

5.4 Graficzne przedstawienie wynikow pomiaréw i niepewnosci

Wyniki pomiaréw dwdch zmieniajacych sie wielkosci fizycznych mozna przedstawi¢ na wykresie. Pary
odpowiadajgcych sobie wielkosci fizycznych (x4,y1), (x3,¥2) ... nanosimy na ptaszczyzne z wybranym uktadem
wspotrzednych i otrzymujemy szereg punktdw doswiadczalnych zaznaczonych w postaci matych znacznikéw
(kwadratéw, kropek, iksdw lub krzyzykdéw). Poniewaz potozenia tych punktéw sa obarczone niepewnoscia
pomiarowa, nalezy ten fakt uwzgledni¢ na wykresie. Wspétrzedne punktu pomiarowego, z uwzglednieniem
niepewnosci rozszerzonych, mozna zapisa¢ w postaci: (x + U(x), y = U(y)). Oznacza to, ze rzeczywista wartosé
odcietej x miesci sie w przedziale od x — U(x) do x + U(x), a rzednej — w przedziale ody — U(y) doy + U(y).
Zaznaczenie tych przedziatéw na wykresie (w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych) jest réwnowazne z
otoczeniem punktu pomiarowego prostokatem o bokach 2U(x)i2U(y), zwanym prostokatem niepewnosci

(Rysunek 2). Niepewnos¢ rozszerzong U nalezy oblicza¢ wedtug wskazéwek podanych w rozdz. 4.

(|
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btad gruby

prostokat niepewnosci krzyz niepewnosci

7'y 7'y

X | 20(y) 2U(y)

A4 v

2U(x)

Rysunek 2. Graficzne zaznaczanie punktéw pomiarowych, prostokatow niepewnosci i krzywej doswiadczalnej

‘2 U(x)

Krzywa doswiadczalng nalezy wykresla¢ tak, zeby byta mozliwie gtadka krzywa niekoniecznie
przechodzacag przez punkty pomiarowe. Najczesciej znamy z teorii jej rodzaj (prosta, parabola, hiperbola lub
krzywa wyktadnicza), a wtedy linie nalezy wykresli¢ zgodnie z tym rodzajem. Jezeli krzywa zostata wyznaczona z
metody najmniejszych kwadratéw, to nalezy wyznaczy¢ doktadne jej potozenie, korzystajac z obliczonych
parametrow krzywe;.

Czasami zdarza sie, ze jeden punkt pomiarowy (rzadziej kilka) znacznie odbiega od przewidywanego
przebiegu krzywej. Najczesciej oznacza to, ze podczas pomiaru zostat popetniony ,,btad gruby”, czyli ze pewne
czynniki, nieprzewidziane przez prowadzgcego pomiar i nieuwzglednione w podstawach teoretycznych pomiaru
(np. nagty wstrzgs), znaczaco wptynety na jego wynik. Pomiar taki nalezy odrzucic. Istnieje Scista teoria, z ktérej
wynika, kiedy nalezy to zrobi¢, jednak w praktyce I pracowni fizycznej wystarczy nastepujaca wizualna ocena:
pomiar odrzucamy, jezeli pomiedzy jego prostokatem niepewnosci a krzywa zmiesci sie jeszcze jeden taki
prostokat.

Pomocne moga by¢ takze szczegétowe wskazéwki na temat wykreséw:

- Wykres powinien by¢ rysowany na papierze milimetrowym, z wyjatkiem wykreséw konstruowanych
zuzyciem komputera, ale wtedy nalezy takze wykresli¢ gestg siatke (szarg) i prostokaty (krzyze)
niepewnosci.

- Na wykresie powinien znajdowac¢ sie podpis (moze by¢ umieszczony u gory arkusza) w stylu: ,,Wykres
zaleznosci natezenia pradu statego od napiecia przytozonego do cewki”.

- Przy osi powinno znajdowac sie jej oznaczenie, czyli symbol wielkosci fizycznej wraz z jednostka, wedtug
schematu: ,,x [cm]” lub ,,x,cm” ; wielkosci fizyczne piszemy kursywa, a ich jednostki pismem prostym.

- Skale na osiach muszg by¢ tak dobrane, zeby wykres zajat jak najwiekszg czes¢ arkusza. W przypadku
rysowania na papierze milimetrowym nie nalezy jednak stosowac niewygodnych skali o stosunku
jednostki fizycznej do 1 cm réwnym 1:3, 3:1, 1:6, 6:1, 1:7, 7:1 itp.

- Zero nie musi by¢ w poczatku uktadu wspoétrzednych, jezeli pozwoli to znaczaco lepiej wykorzystac
arkusz.

- Liczby zaznacza sie na osi w réwnych odstepach, co znaczy tez, ze na osi nie zaznaczamy wspoétrzednych

punktéw pomiarowych.
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6 Przyktad problemu metrologicznego z rozwigzaniem

Aby oceni¢ wartos¢ natezenia pradu statego I bedgcego sumag statych pradow I, i [, wykonano dwie
serie pomiaréw pradow [; i I, dwoma identycznymi amperomierzami. Otrzymano nastepujace wyniki w
amperach: I; = (5.1;4.6;4.8;4.5;4.6;4.8;) A oraz I, = (9.5;9.2;9.8;9.1;9.7;9.3) A. Dla poziomu ufnosci p, =
0.99 nalezy oceni¢ niepewnos¢ rozszerzong pomiaru i zapisa¢ wynik. Zaktadamy, ze btedy metody mozna

pominac. Obliczamy wartosci srednie pradéw:

R 56,6 A
i =—lei=T=9,43A

oraz niepewnosci standardowe typu A, poniewaz dysponujemy serig pomiaréw nie zmieniajagcych sie wielkosci

fizycznych (rozdz. 1.1):

0,2334 A2 A2
ua(ly) = 1)Z(Ill n)? = =0,0882 A

0.3934A2 A2
wa(ly) = 1)Z(Izl L) = =0,1145A

Dziatka elementarna miernikéw wynosi AI = 0.1 A (co wida¢ tez z wynikdw pomiaréw). Niewtasciwe bytoby
jednak zaliczenie tutaj jej wptywu do btedéw przypadkowych, chociaz btad odczytu zwigzany z tg dziatkag jest
przypadkowy, poniewaz ten btad odzwierciedlit sie (oprécz innych czynnikéw) w rozrzucie zmierzonych wartosci,
co zostato juz uwzglednione w powyzszej metodzie A.

Do uwzglednienia zostata jeszcze niepewnos¢ zwigzana z btedem systematycznym miernika, ktéra obliczamy

metoda typu B (rozdz. 1.2). Z dwéch omdéwionych tam sposobéw wybieramy obliczenie z dziatki:

Al 01A
ug(ly) = ug(ly) = N =0,0577 A

Obie niepewnosci nalezy potaczy¢, obliczajgc niepewnosci standardowe tagczne typu AB (rozdz. 1.3):

u(l) = Jua2(l) + ug?(1y)? = /(0,08822 + 0,05772) A2 = 0,1054 A

u(ly) = Jua2(ly) + up?(ly)? = \/(0,11452 + 0,05772)A2 = 0,1282 A
Obliczamy teraz wielko$¢ mierzona posrednio — sumaryczny prad I:
I=0L+1,=473A+943A=14,16A

oraz jego niepewnos¢ standardowa metodg przenoszenia niepewnosci (rozdz. 2):

N2 a2
u(l) = j(ﬁ) u2(ly) + (ﬁ) u?(l,) = /12 - (0,1054 A)2 + 12 - (0,1282 A)2 = 0,1660 A
1 2

Zwréémy uwage, ze ostatnie zero jest cyfrg znaczaca i nalezy je pisa¢, bo zdecydowalismy sie na etapie obliczen

wszystkie wyniki zaokraglaé do czterech cyfr znaczacych.

13
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Teraz mozna wyliczy¢ niepewnosc¢ rozszerzong w pomiarze posrednim (rozdz. 4.3). Jedyng prostg metoda
jest w tym przypadku rozszerzenie niepewnosci standardowej na podstawie arbitralnie przyjetego wspétczynnika

rozszerzenia k = 3, odpowiadajacego w przyblizeniu poziomowi ufnosci p, = 0,99:
U(l)=ku(l)=3-0,1660A=0,4980 A
Ostateczny zapis wyniku po zaokragleniu (rozdz. 5.2) jest nastepujacy:
I = (14,16 £ 0,50) A dla wspdtczynnika rozszerzenia k = 3

W wielu przypadkach mozna zastosowaé uproszczong metode oceny niepewnosci catkowitej, oparta na
centralnym twierdzeniu granicznym, z ktérego wynika, ze gdy jego zatozenia sg w przyblizeniu spetnione (duza
liczba sktadowych pomiaréw), mozemy ztozenie sktadowych rozktadéw prawdopodobienstwa przyblizyé
rozktadem normalnym. A poniewaz w I pracowni fizycznej zazwyczaj proby sg mato liczne, ocene niepewnosci
catkowitej mozna uzyskac¢ stosujgc wspotczynnik rozszerzenia t o wartosciach dobieranych z tablic rozktadu t-

Studenta dla zatozonego poziomu ufnosci p, i liczbie efektywnych stopni swobody liczonej ze wzoru (15).

7 Metoda najmniejszych kwadratow

W rozdz. 2 dysponowaliSmy serig réznych wynikdw pomiaru, ale mierzona wielkos¢ fizyczna byta
niezmienna, a rézne wyniki otrzymano na skutek wystepowania innych za kazdym razem btedéw pomiarowych. W
tym rozdziale zaktadamy, ze wielkos¢ fizyczna x zmienia sie w trakcie wykonywania pomiaréw. Co wiecej,
przedmiotem pomiaru jest takze druga wielkos¢ fizyczna y, zalezna od x, a wiec takze zmieniajaca sig. Zaleznos¢
te mozemy wyrazié jako y = f(x), gdzie f jest funkcja o znanej postaci (np. liniowa, kwadratowa), wynikajaca z
teorii fizycznej, zawierajgca jednak nieznane parametry. Celem metody najmniejszych kwadratéw jest
wyznaczenie tych nieznanych parametrow. Wynik takiego dopasowania wartosci parametréow do punktow

pomiarowych zalezy od postaci funkcji dopasowujace;.

7.1 Wielkosci liniowo zalezne

Zatézmy, ze przedmiotem pomiaru byty dwie wielkosci x i y zalezne liniowo, a wigc spetniajgce zaleznos¢
funkcyjna:

y=ax+b (17)

Obrazem graficznym tej zaleznosci jest linia prosta o nachyleniu a, przecinajgca o$ rzednych w punkcie b.

Wspétczynniki a i b sg wielkosciami majgcymi fizyczne znaczenie i jednostke.
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y=f(x)=ax+b

Y3 f---mmmmmmmmm -
Y(x3) 1= m

»
»

X3 x

Rysunek 3. Dopasowanie linii prostej do punktéw pomiarowych. Zaznaczono zmierzone wspdtrzedne x5 i y; jednego z punktéw
pomiarowych oraz teoretyczng wartosc y (x3)

Wykonali§my n pomiaréw, otrzymujacn par wynikéw (x;,y;). Tutaj rozwazamy tylko taki przypadek, ze
wielkos¢ x jest mierzona doktadnie, natomiast druga wielko$¢ jest obarczona jednakowym dla wszystkich y
btedem pomiaru podlegajgcym normalnemu rozktadowi prawdopodobienistwa. Dlatego wyznaczone z réwnania
(17) wartosci y(x;) dla kazdego x;, czyli:

y(x;)) =ax;+b (18)

nie sg doktadnie réwne warto$ciom y; uzyskanym z pomiaréw, co zapisujemy jako y(x;) # y;. Rozbieznos¢ tych
wartosci dla danego punktu, czyli odchylenie:

yx) —yi=ax;+b—y; (19)
jest réowne btedowi pomiarowemu, posiadajagcemu z zatozenia rozktad normalny. Jego wartosci z natury nie
znamy, tak jak nie znamy prawdziwych warto$ci parametrow a i b. Te prawdziwe wartosci parametréw mozna

jedynie estymowac (szacowacd) i dlatego oznaczamy ich estymatory symbolami a i b. Estymatory te wyznaczymy z

postulatu Gaussa, czyli z zadania, zeby suma kwadratéw odchylen analogicznych do odchylen (19):
y(x) —yi=ax;+b -y, (20)
rozciggnieta na wszystkie pomiary miata warto$¢ minimalna, czyli:

n n

[0 = vil® = ) (@x+ b = y)? = min, @1)
i=1 i=1
Powyzszy postulat Gaussa ma uzasadnienie w statystycznej metodzie najwiekszej wiarygodnosci. Warunek ten
bedzie spetniony, jesli pochodne czgstkowe wyrazenia (21), liczone wzgledem niewiadomych @i b, beda

rownoczesnie rowne zeru. Otrzymamy wowczas uktad réwnan:

I( in(ﬁxi + E - yl) =0

{"iﬁ (22)
| 2(ax;+b—y;)=0

kz ( )

z ktérego mozemy wyliczy¢ a i b:
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dzaniyz—sz-Zyi (23a)

nyx?—(Xx)?
XY X x; _ Zyi-inz—in-inyi

b= —-a 23b
n T TEZE VRN 1230)
Z prawa przenoszenia niepewnosci mozna udowodnié, ze niepewnosci standardowe estymatoréw @ i b wyrazaja
sie wzorami:
@=5 = (24a)
= e a
BT gt = @)
_ _ Y x2
=6 | ———— | (24b)
u?) "an»cz ~Ex
gdzie 0 jest estymatorem jednakowych odchytek standardowych zmierzonych wartosci y; i wynosi:
5= Z(axi+b_yi) _ Yyi—aYxy,—bXy (25)
n—2 n—2 '

Prosta o parametrach ai b nazywamy ,linig teoretyczng” i jest ona rezultatem najlepszego dopasowania do
wynikow pomiaréw. Wazne jest to, ze parametréw @ i b nie musimy okreslaé na podstawie wykresu, z czym moga
by¢ zwigzane btedy, lecz obliczamy je wprost z rezultatdw doswiadczenia. Jezeli punkty pomiarowe nanosimy w
uktadzie wspotrzednych (bez taczacej je linii), nalezy takze narysowac linie teoretyczna, postugujac sie

wyznaczonymi parametrami.

7.2 WielkosSci proporcjonalne

Zatézmy, ze przedmiotem pomiaru byty dwie zmienne wielkosScix iy zalezne proporcjonalnie, a wigc
spetniajgce zaleznosé funkcyjna:
y =ax (26)
Obrazem graficznym tej zaleznosci jest linia prosta o nachyleniu a, przechodzaca przez srodek uktadu
wspotrzednych (a jest wielkoScig majaca fizyczne znaczenie i jednostke).
Wykonali$my n pomiaréw, otrzymujac n par wynikéw (x;, y;). Tutaj rozwazamy tylko taki przypadek, ze wielko$¢ x
jest mierzona doktadnie, natomiast druga jest obarczona jednakowym dla wszystkich y btedem pomiaru
podlegajacym normalnemu rozktadowi prawdopodobienstwa. Postepujac analogiczne jak w punkcie 7.1, czyli
podstawiajgc odchylenie
y(x) -y =ax; —y; (27)
do warunku Gaussa , otrzymujemy:
n n
TG0 = %l? = ) @xi = y)* = min (28)
-1 i=1

L

Aby warunek ten byt spetniony, pochodna liczona wzgledem niewiadomej @ musi by¢ réwna zeru:
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n
Z 2xi(ax; —y;) =0 (29)
i=1
z czego otrzymujemy:
x. .
a= z 132“ (30)
N X
Niepewno$¢ standardowa estymatora a, otrzymana z prawa przenoszenia niepewnosci, wyraza sie wzorem:
L a
uw(@ = 3 (31)
2 X;

gdzie o jest estymatorem jednakowych odchytek standardowych zmierzonych wartos$ci y; i wynosi:

X(ax; — yi)? _ Yyl —aXxy (32)
n—1 n—1

o=

7.3 Wazona metoda najmniejszych kwadratow

Metoda najmniejszych kwadratéw (skrét MNK), dla dopasowania prostej omdéwiona w dwéch powyzszych
rozdziatach, zaktada, ze niepewnosci u(y) dla wszystkich punktéw pomiarowych sa sobie réwne. Jezeli jednak te
niepewnosci nie sg rowne, nalezy uzy¢ tzw. wazonej metody najmniejszych kwadratéw. Efekt jej dziatania dla
dopasowania prostej przedstawia Rysunek 4. Wida¢, ze w kazdym z dwu przypadkéw prosta jest lepiegj
dopasowana do tych punktéw, ktére charakteryzuja sie matymi niepewnosciami u(y). Niepewnosci te

zaznaczone s3g na rysunku dla kazdego punktu jako pionowe linie o wysoko$ci 2u(y).

y

il x

Rysunek 4. Dopasowanie linii prostej do punktéw. Punkty sa takie same na obu rysunkach.
a. mate niepewnosci dla pierwszych czterech punktow
b. mate niepewnosci dla ostatnich czterech punktéw

Najpierw oblicza sie tak zwane wagi punktéw:
1

W= u(y;)? (33)

W przypadku, gdy oryginalna relacja do odtworzenia jest zalezno$¢ liniowa y = ax + b, zadaniem MNK jest

znalezienie wspodtczynnikéw a i b prostej i ich niepewnosci u(a) i u(b). Dla wazonej MNK wzory podano ponize;j.
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_XWi XWXy — WX YWY

Sw S wif — (L wx)? (34)
u@ =r j S G u) = j sy
gdzie k= \[Z Wi(axri t iz) — ) lub k= JZ Wiy aznwi_xizyi —bYwiyi (37)

Gdy oryginalng relacjg do odtworzenia jest zaleznos$¢ proporcjonalna y = ax, zadaniem MNK jest znalezienie

wspotczynnika a prostej i jego niepewnosci u(a). Dla wazonej MNK wzory podano ponizej:

XWXy _ K
“ v M vt (39
= jZ w;(ax; — y;)? _ JZ wiyi — aywixy; (39)
n—1 n—1

Interpretacja wspétczynnika k.
Przy standardowym zatozeniu, ze ,prawdziwe” wielkosci x i y (nie ich warto$ci zmierzone) sg zwigzane ze soba
$cista zaleznosciag liniowa, mozemy wyznaczy¢ lepsze oszacowania niepewnosci pomiarowych: u'(y;) = k-

u(y;). Znaczy to, ze wejsciowe niepewnosci u(y;) sa jedynie wstepnym oszacowaniem.

7.4 Obliczanie wartosci y na podstawie wyznaczonych parametrow a i b
prostej

Czasami mamy do czynienia z nastepujgca procedurg. Najpierw, tak jak w rozdziale 7.1, na podstawie n
punktéw pomiarowych (x;,y;) obliczamy wspétczynniki a i b prostej za pomoca metody najmniejszych
kwadratéw. Tak wyznaczona zaleznos¢y = ax + b bedzie nam potem stuzyta do obliczania wielkosciy ze
znanej wielkoscix. | wtasnie pdzniej, za pomocag odrebnego pomiaru, mierzymy wielkos¢ x, z niepewnoscia
u(x,) i obliczamy wielkos¢ y, = ax, + b. Problemem jest teraz obliczenie niepewnosci u(y,).

Do tego celu nadaje sie metoda przenoszenia niepewnosci (rozdz. 2), ktéra z niepewnosci u(x,), u(a) i u(b)
pozwoli wyliczy¢ u(y,) dzieki réwnaniu prostej. Jednak poniewaz wyznaczone metoda najmniejszych kwadratéw

wspotczynniki a i b sg skorelowane, to u(y,) nalezy obliczaé z uwzglednieniem tej korelacji:

u(yo) = \/[Z—zzu(xo)]z + [%u(a)]2 + [

gdzie r jest wspétczynnikiem korelacji wspoétczynnikéw a i b (nie wspétczynnikiem korelacji prostej) obliczanym

Yo

ab

rgﬁu(a)u(b)

u(b)]2 +2

przez ,zwykta” metode najmniejszych kwadratéw lub metode wazong jako
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XX 2 Wix;

r=-— , lub reE ————
’lexiz fZWi 'ZWixiZ “n

Oczywiscie, jezeli zostata uzyta metoda najmniejszych kwadratdw z prostg proporcjonalngy = ax, to

nalezy przyja¢ u(b) =0 ir =0.

7.5 WielkosSci podlegajgce zaleznosci kwadratowej
Zatézmy, ze przedmiotem pomiaru byty dwie wielkosci x i y podlegajace zaleznosci kwadratowej, a wiec
spetniajgce zaleznos¢ funkcyjna, ktérej obrazem graficznym jest parabola:

y =ax?+bx +c. (42)
Wspédtczynniki a, b i ¢ sg wielko$ciami majgcymi fizyczne znaczenie i jednostke.
Wykonali$my n pomiaréw, otrzymujac n par wynikéw (x;, y;). Tutaj rozwazamy tylko taki przypadek, ze wielko$¢ x
jest mierzona doktadnie, natomiast druga, czyli y, jest obarczona jednakowym btedem pomiaru podlegajacym

normalnemu rozktadowi prawdopodobienstwa. Postepujgc analogicznie jak w rozdziale 7.1, otrzymujemy uktad

I( n-c+2xi-b+2xi2-a=2yi
4in-c+2xi2-b+2xi3-a=2yixi (43)
|

kaiZ-c+in3-b+Zx{’-a=Zylxi2

z ktérego nalezy wyznaczy¢ nieznane wspoétczynnikia, bic. Zamiast wzoréw analitycznych, wygodnie jest

rownan:

obliczyé wartoscisum Y x;, Y x2, ¥ x3, Y xt, Yy, ¥ vix;, Y. yix? i numerycznie rozwigzaé uktad réwnan.

Niepewnosci standardowe wspoétczynnikow a, b i ¢, otrzymane z prawa przenoszenia niepewnosci, wyrazajg sie

wzorami:
= nyxf— (in)z (44)
u(a) = a\[ W )
2
_[nXx} - ExP) 4
p)=g |[—=2L &l (45)
u(b) 0’\/ W
2 4 _ 342
u(c) =5 XX XX — (X)) (46)
W )
gdzie 0 jest estymatorem jednakowych odchytek standardowych mierzonych wartosci y; i wynosi:
o JZ(ax? by te-y)? _ ijE ¥ty —bExy —cLy @)
n—3 n—3 ’

a W jest wyznacznikiem gtéwnym uktadu réwnan (43):
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| n in
W= in le? Zx? (48)
Yt Y Yt

7.6 Przyktad praktyczny — dopasowanie krzywej teoretycznej do punktow
pomiarowych

W celu okreslenia masy ciat na stacji orbitalnej, gdzie zwykta waga nie dziata, zaprojektowano urzadzenie,
ktére dokonuje pomiaru sity dziatajacej na dane ciato oraz przyspieszenia uzyskanego przez to ciato na to skutek
dziatania sity. Masa ciata obliczana jest nastepnie z Il zasady dynamiki Newtona:

F=ma
Wykonanie pomiaréw za pomoca tego urzadzenia moze stuzy¢ w pracowni fizycznej do sprawdzenia stusznosci Il
zasady dynamiki. Powyzszy wzdr stanowi zapis proporcjonalnej zaleznosci miedzy sitg i przyspieszeniem, a masa
ciata petni w nim role wspétczynnika proporcjonalnosci. Graficznym obrazem tego réwnania jest linia prosta
przechodzgca przez poczatek uktadu wspoétrzednych. Wspodtczynnik proporcjonalnosci mozna wyznaczyé,
stosujgc metode najmniejszych kwadratéw, dla przypadku wielkos$ci proporcjonalnych (rozdz. 7.2). W tym celu

urzadzeniem tym dokonano serii pomiaréw dla réznych wartosci dziatajgce;j sity i uzyskano nastepujgce wyniki:

F [N] 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0

a [m/s?] 0,26 0,90 1,41 1,51 1,64 2,59 2,60 3,36 3,41 3,51

Niepewnosci rozszerzone (obliczone metoda z rozdz. 4.1) dla sity i przyspieszenia wynoszg U(F) = 0,35 N,
m

U(a) = 0,08 =

Metode najmniejszych kwadratéw mozna zastosowac¢ tak, jak to opisano w rozdz. 7.2, przyjmujac

x=a, y=F i A= mwewzorze (26) wyrazajgcym powyzszg proporcjonalnos¢, co daje:

x=A4y,
Wspotczynnik A i jego niepewnosc¢ standardowg mozna obliczy¢ ze wzordéw (30)+(32).

Metoda najmniejszych kwadratow jest takze zaimplementowana w popularnych programach
komputerowych, na przyktad Excel, Open Office Calc, Origin, Mathcad, Matlab, Statistica. W przypadku
omawianym tutaj, czyli dopasowania prostej do punktéw pomiarowych, nosi ona nazwe regresji liniowe;j.
Przyktad obliczen za pomocg programu Excel jest przedstawia Rysunek 1. W tabeli 1, widocznej w oknie
programu, zawarte sg powyzsze wyniki pomiaréow, a w tabeli 2 - wyniki obliczen metoda najmniejszych
kwadratéw. Do obliczen zastosowano funkcje REGLINP, widoczng w okienku edycyjnym o nazwie ,,f” u gory.
Dwoma poczatkowymi parametrami tej funkcji, oddzielonymi srednikami, sg zakresy danych pomiarowych:
B2:B11 oznacza zakres komodrek zmiennej y, A2:A11 oznacza zakres komoérek zmiennej x. W omawianym
przypadku jako wartos¢ trzeciego parametru tej funkcji nalezy wpisaé 0, co oznacza, ze wymuszamy przyjecie
B=0 w rownaniu prostejx = Ay + B. Jezeli czwarty parametr jest rowny 1, to wynikiem funkcji REGLINP jest

tabela (na rys. tabela 2), ktoéra oprécz wartosci A i B umieszczonych w pierwszym wierszu zawiera takze
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dodatkowe wyniki obliczen, a wéréd nich — wartosci niepewnosci standardowych u(4) i u(B), umieszczone w
drugim wierszu tabeli. Tabele 2 z wynikami obliczen otrzymujemy po zaznaczeniu odpowiedniego zakresu
komoérek na arkuszu (o rozmiarze 2x5 komorek), kliknieciu na przycisk ,f” i wybraniu funkcji REGLINP oraz
wpisaniu wartosci jej parametréw w pojawiajacym sie okienku dialogowym. Okienko to zatwierdzamy
kombinacja klawiszy Ctrl+Shift+Enter. Znaczenie pozostatych wynikéw, znajdujacych sie w dalszych wierszach
tabeli 2, wykracza poza poziom I pracowni fizycznej.
Na Rysunek 5 wida¢, ze wartos$é parametru A funkcji liniowej oraz jego niepewnosé¢ wynosza:
A =2,702317, u(A)=0,052391.
Poniewaz A = m, to warto$¢ masy ciata po wtasciwym zaokragleniu (rozdz. 5.1, 5.2) wynosi:

m = 2,702kg, u(m) = 0,052 kg.

0,26 1,0 F
0,90 2,0 (N] 12,0
1,21 3,0
1,51 4,0 10,0 - .
1,64 5,0
2,19 6,0 8,0 1 .
2,55 7,0
3,16 8,0 6,0 -
3,41 9,0 .
3,51 10,0 4,0
tabela 1 (3
2,0 - S
2,702317 0 .
0,052391 0.0 | | | | | | |
0,996629 | 0,379769 000 050 1,00 1,50 2,00 250 3,00 350 4,00
2660,451 9
383,702 1,29802 a [mis?]
tabela 2

Rysunek 5, Fragment okna programu Excel z wynikami pomiaréw i obliczeri

W oknie programu Excel zawarto takze wykres zaleznosci F(a), z zaznaczonymi punktami pomiarowymi.

Narysowana prosta posiada nachylenie réwne obliczonej wartosci A = m.

8 Dodatek. Elementy statystyki

8.1 V¥ Rozktad zmiennejlosowe] A

Jednym z podstawowych poje¢, zwigzanych z probabilistyka, a co za tym idzie ze statystykg matematyczna,
ktéra jest niezbednym narzedziem wykorzystywanym w ocenie niepewnosci pomiaru jest zmienna losowa.
Zmiennag losowg mozna zdefiniowaé jako wielkos¢, ktéra w wyniku doswiadczenia (zdarzenia) przyjmuje

okreslong wartos¢, znang po wykonaniu doswiadczenia, a nie dajgca sie przewidzie¢ przed jego realizacja.
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Zmienna losowa, ktéra moze przyjmowa¢ jedynie odosobnione wartosci nazywana jest dyskretna, zas ta, ktéra
moze przyjmowac¢ dowolne wartosci ze skoriczonego lub nieskoniczonego przedziatu nazywana jest zmiennag

losowg ciagta.

8.1.1 V¥V Przyktad 1. Rozktad zmiennej losowej dyskretnej — liczba ortow
wyrzuconych przy trzech rzutach monetg A

Ustalmy doswiadczenie polegajace na trzech rzutach monetg oraz zmienng losowag réwna liczbie
wyrzuconych ortéw. Mozliwe realizacje zmiennej losowej, to: wypadto 0 ortdw, wypadt 1 orzet, wypadty 2 orty,
wypadty 3 orty. Jezeli zmienng losowg zwigzang z tym doswiadczeniem oznaczymy przez X, to jej mozliwe
realizacje (warto$ci) mozemy zapisaé: xo=0, x1=1, x2=2, x3=3. Kazdej zmiennej losowej mozemy przyporzadkowac
tzw. rozktad prawdopodobieinstwa. W tym celu kazdej wartosci zmiennej losowej przyporzadkowujemy
odpowiadajgce prawdopodobienstwo jej wystapienia. Rozpiszmy teraz mozliwe wyniki doswiadczenia (zbior
zdarzen elementarnych) i odpowiadajgce im wartosci zmiennej losowej w nawiasach.

1. OO0 (X=x3=3), 2. OOR (X=x2=2). 3. ORO (X=x2=2). 4. ROO (X=x,=2)

5. ORR (X=x=1), 6. ROR (X=x.=1), 7. RRO (X=x>=1), 8. RRR (X=x0=0)

gdzie O oznacza, ze wypadt orzet, a R oznacza reszke. Wszystkie te zdarzenia sg jednakowo prawdopodobne.
Poniewaz wszystkich mozliwych zdarzen (realizacji) jest 8, tatwo mozna wyliczy¢ prawdopodobienstwo z jakim
pojawia sie zmienna losowa o okreslonej wartosci. Prawdopodobienstwo to jest rowne liczbie zdarzen, ktére
»Sprzyjaja” danej wartosci zmiennej losowej, podzielonej przez liczbe wszystkich zdarzen.

P(X=0) =1/8, bo sprzyja RRR

P(X=1) = 3/8, bo sprzyjaja ORR, ROR,RRO
P(X =2) = 3/8, bo sprzyjaja OOR, ORO,ROO
P(X=3) = 1/8, bo sprzyja 000

W ten sposob okreslony zostat rozktad prawdopodobienstwa dla zmiennej losowej X. Mozna go réwniez

przedstawié¢ w postaci wykresu:

P(x)4
3/80
2/80
1/8
0 1 2 3 x

Rysunek 6. Rozktad prawdopodobieristwa zmiennej losowej X

Suma prawdopodobienistw wystapienia wszystkich wartosci zmiennej losowej jest zawsze réwna jednosci.
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Inng funkcja, czesto stosowang do opisu rozktadu prawdopodobieristwa zmiennej losowej, jest

dystrybuanta F(x), zdefiniowana za pomoca formuty:

F(x)=P(X <x), (49)
gdzie F(x) oznacza warto$¢ dystrybuanty dla danego x, a P(X < x) oznacza prawdopodobieristwo, ze zmienna
losowa X przyjmie wartos¢ mniejszg lub réwng danej wartosci x. Dla rozwazanego doswiadczenia

rzutu monetg dystrybuanta ma postac:

Dystrybuanta zmiennej losowej X
Odlax<0
1 —

1 7/8 1
—dla0<x<1
8 6/8 -

] a 5/8 -

F(x)—J—dla1Sx<2 =| s I N |
8 g
7 3/8 4
—dla2<x<3 2/8 4
8 1/8 | —
ldlax=0 0 T T T T T T
-0,50 0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50
X

Rysunek 7. Dystrybuanta zmiennej losowej dyskretnej ma rozktad schodkowy.

8.1.2 V Przyktad 2. Rozktad zmiennej losowej ciggtej A

Realizacje zmiennej losowej ciggtej wypetniajg pewien przedziat liczbowy, co oznacza, ze zbiér zdarzen
elementarnych, na ktéorym okreslono taka zmienng jest nieskonczony i nieprzeliczalny. W zwigzku z tym, dla
zmiennej ciggtej nie mozna przedstawic¢ funkcji prawdopodobienstwa. Dla scharakteryzowania zmiennej losowej
ciggtej mozemy wykorzysta¢ dystrybuante, zdefiniowang wzorem (49). Przyktadowa dystrybuante dla zmienne;j
losowej ciggtej przedstawiono na Rysunek 8. Widac¢ z niego na przyktad, ze dla pewnego x, prawdopodobiernstwo

wylosowania jakiejkolwiek warto$ci x mniejszej niz x, wynosi 0.5, czyli P(x < x,) = 0.5.

1
F(x) -
0.75 -

0.5

0.25

Rysunek 8. Dystrybuanta zmiennej losowej ciggtej

Jednak podstawowa role w opisie zmiennych losowych ciggtych odgrywa funkcja gestosci prawdopodo-
bieristwa p(x). Mozna jg pogladowo okresli¢ jako stosunek prawdopodobienistwa P(x; < X < x,), ze zmienna
losowa X nalezy do przedziatu [xq,x,], do dtugosci Ax tego przedziatu, przy zatozeniu, ze dtugos¢ przedziatu

zdaza do zera. Inaczej moéwigc, gestos¢ prawdopodobienstwa jest pochodng dystrybuanty:
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Py <X <xy)  PX<xy)—-PX<x) dF(x)
p(x) = lim —————— = = lim = .

Ax—0 Ax Ax—0 Ax dx (50)

Jednostka gestosci prawdopodobienstwa wynika ze wzoru (50) i jest rowna jednosci podzielonej przez jednostke
wielkosci x. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa odpowiadajgcg dystrybuancie z Rysunek 8 przedstawiono na

Rysunek 9.

0.4
dF(x)
PX)= — 3y T

0.3 -

02 —

0.1

A e S
Rysunek 9. Gestos¢ prawdopodobieristwa ciagtej zmiennej losowej X.

W definicji (50) mozemy zrezygnowa¢ z warunku, zeby rozpatrywany przedziat [x;,x;] o dtugosci Ax byt
nieskonczenie maty (Rysunek 9). Otrzymamy wtedy przyblizony wzér na gestos¢ prawdopodobienstwa obliczong
dla srodka przedziatu:

P(x; <X <x)
Ax ’

gdzie xg = Y(x; + x3). Z ostatniej rownosci wyznaczmy prawdopodobienstwo P(x; < X < x;):

p(xg) = (51)

P(x; <X<x)=p 5 - Ax (52)

i zastosujmy jeszcze jedno przyblizenie, stuszne dla funkcji ciggtych:

(xl + xz) _p(x) +p(xz)
P\ 2 '
Dostaniemy wtedy:

x) +p(x
2
Powyzsza zalezno$é moéwi nam, ze prawdopodobienistwo P wystgpienia zmiennej losowej o wartosci nalezacej

Px;<X<xy)=

do przedziatu [x;,x,] mozna obliczy¢ w sposdb przyblizony, jako pole trapezu zawartego pod krzywa p(x)
(Rysunek 9). Doktadnie prawdopodobieristwo to mozna obliczy¢ jako pole zakreslone pod krzywa p(x),

odpowiadajgce temu przedziatowi. Pole to obliczamy za pomoca catki:

x2
P(x; <X<xy)= J- p(x)dx. (54)
x1
Prawdopodobienstwo to réwniez mozemy wyrazi¢ jako:
Plx; <X <x)=PX<x)—PX<x1)=F(xy)—F(xq). (55)

Oznacza to, ze znajgc wartosci dystrybuanty F (mogg by¢ stabelaryzowane) mozna obliczyé

prawdopodobienstwo wystagpienia zmiennej losowej w dowolnym przedziale [x4, x;]-
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Poniewaz btad pomiaru mozna rozwaza¢ jako zmienng losowa ciggta o rozktadzie normalnym (o ktérym
mowa bedzie dalej), sposéb wyznaczania prawdopodobienstwa wystepowania zmiennej, w okreslonym

przedziale, jest uzyteczny przy analizie wynikdw pomiardw i ich niepewnosci.

8.2 V Podstawowe parametry rozktadow zmiennych losowych A

Do opisu zmiennych losowych stosuje sie parametry, ktére charakteryzuja w syntetyczny sposéb te
zmienne. W niniejszym rozdziale przedstawione zostang dwa podstawowe parametry — warto$¢ oczekiwana i

wariancja, ktdre sg szczegodlnie istotne z punktu widzenia szacowania niepewnosci pomiaréw.

8.2.1 V¥ Wartosc¢ oczekiwana zmiennej losowej A
Wartoscia oczekiwana (Srednig) zmiennej losowej X nazywamy wielko$¢ E(X) dang wyrazeniem:

I( Z x;*P(x;) dlazmiennych losowych dyskretnych

B = { += (56)
| j x-p(x)dx dlazmiennych losowych ciagtych

gdzie: P(x;)-prawdopodobienstwo wystapienia i-tej wartosci x; zmiennej losowej X,
p(x) — gestos¢ prawdopodobieristwa zmiennej losowej X.
W przyktadzie 1 (rozdz. 8.1.1) zmienna losowa - liczba ortéw wyrzuconych w trzech rzutach monetg - jest
dyskretna. Dlatego jej wartos¢ oczekiwang wedtug wzoru (56) policzymy nastepujaco:

E(X) =0 1+1 3+2 3+3 1—12—15
) = 8 8 8 8 8

co oznacza, ze w trzech rzutach monetg srednia liczba ortéw to 1.5.
Jako przyktad 2 rozpatrzmy zmienng losowa ciagta, ktorg charakteryzuje jednakowe prawdopodobienstwo
wystgpienia w pewnym przedziale, a poza tym przedziatem prawdopodobienstwo wystgpienia jest zerowe.

Moéwimy, ze zmienna ta ma rozktad jednostajny (Rysunek 10).

p(x)

LI S
2b

v

a a a+b x

Rysunek 10. Gestos¢ prawdopodobieristwa zmiennej losowej ciagtej o rozktadzie jednostajnym

Poniewaz szerokos$¢ przedziatu jest rowna 2b, to z rownania (53) (ktére w tym przypadku jest Sciste) lub ze

wzoru (54) wynika, ze gestos$¢ prawdopodobienstwa musi by¢ réwna %— jedynie wtedy prawdopodobienistwo
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wystgpienia zmiennej (pole pod wykresem) gdziekolwiek w catym przedziale jest réwne jeden. Wartosé

oczekiwang mozna obliczy¢ ze wzoru (56) w nastepujacy sposoéb:

© a-b a+b o0 a+b a+b
1 1 x?
E(X) = jx-p(x)dxz j x-0dx + j xﬁdx+ jx-dez j xﬁdxzﬁ =a (57)
— — a-b a+b a-b a-b

Wartos¢ oczekiwana wyznacza potozenie ,,sSrodka koncentracji” rozktadu zmiennej losowej na osi. Jednoczesnie

jest miarg pewnej Sredniej wartosci zmiennej losowej. Czesto oznaczana jest grecka literg u.

8.2.2 V Wariancja zmiennej losowej A
Wariancja zmiennej losowej X nazywamy wielkosc¢ V(X) zdefiniowang nastepujaco:

I( Z[xi —E(X))?:P(x;) dlazmiennych los. dyskretnych

VOO = B{X - B0} = | +e (58)
| f [x; — E(X)]? p(x)dx  dlazmiennych los. ciggtych

L

Parametr ten charakteryzuje rozrzut wartos$ci zmiennej losowej wokét wartosci oczekiwanej. Poniewaz, jak widaé
ze wzoru, wariancja ma jednostke bedaca kwadratem jednostki zmiennej losowej, najczesciej w praktyce

postuguje sie pierwiastkiem z wariancji, ktéry nazywany jest odchyleniem standardowym o:

o(X) = JV(X). (59)

Wariancje dyskretnej zmiennej losowej — liczby ortéw wyrzuconych w trzech rzutach moneta z przyktadu 1

(rozdz. 8.2.1) — obliczymy nastepujaco, znajac jej wartos¢ oczekiwang E(X) = 1,5:

1 3 3 1
V) =(0-15)% 2+ (1-15)* 2+ (2-15% g+ B-15)? 5 =075

Zatem odchylenie standardowe wedtug wzoru (59) wynosi: o(X) = 0,87.
Wariancje ciggtej zmiennej losowej o rozktadzie jednostajnym z przyktadu 2 (rozdz. 8.2.1), znajac jej wartosc¢
oczekiwana E(X) = a, obliczymy nastepujaco:

1 (x—a)d b pe

oo a+b
1
V(X) = —E(X)]? dx = —a)?—dx=———"— =— 60
W= [ r-E@OPpdr= [ @maigpde= gt - (60)
a-b
Zatem odchylenie standardowe rozktadu jednostajnego, wyznaczone ze wzoru (59), wynosi:

b
O'(X)Zﬁ

8.3 Estymatory

Nalezy pamieta¢, ze w praktyce wartosci parametrow uioc (wartos¢ oczekiwana i odchylenie stand.)
rozktadu zmiennej losowej X nie sg do korica poznawalne. Jedyne, czym dysponujemy, to wylosowane (np.
zmierzone) wartosci tej zmiennej, a one sa przeciez przypadkowe. Dlatego warto$ci parametréw u i o szacuje sie

na podstawie doswiadczalnych préb (serii pomiaréw), a przyblizone parametry w ten sposdéb wyznaczone

26



Niepewnosci pomiarowe

nazywane sg estymatorami. | tak najlepszym estymatorem wartosci oczekiwanej u jest warto$é srednia z proby

obliczana wedtug wzoru:

gdzie x; jest wartoscig otrzymana z i-tego pomiaru danej wielkosci fizycznej (bgdacg zmienng losowa).
Dobrym estymatorem odchylenia standardowego o jest odchylenie standardowe eksperymentalne (dla

pojedynczego pomiaru), obliczane ze wzoru:

n—1

s, = \[Z?zl(xi - f)z . (63)

Ciekawym i bardzo przydatnym faktem jest to, ze wartosé srednia X, sama bedac zmienng losowa, ma
wartos¢ oczekiwang rowna p, tak jak zmienna losowa X. Natomiast odchylenie standardowe gz wartosci sredniej

jest Jn razy mniejsze niz odchylenie standardowe o zmiennej X:

o
E(x)=u, o; =4V(Xx) =—. 64
(x) =wu =V () N (64)
Podstawiajgc do tej zaleznosci estymator s, zamiast parametru o, mozemy wyznaczy¢ estymator

sz odchylenia standardowego og; wartosci sredniej:

R ) et O (65)
X n nn—1)

8.4 Rozktad normalny zmiennej losowej —rozktad Gaussa

8.4.1 Podstawy

Z rozktadem normalnym zmiennej losowej mamy do czynienia wéwczas, gdy zmienna ta jest wynikiem
procesu, w ramach ktérego oddziatuje na te zmienng duza liczba niezaleznych czynnikéw, ktérych wptyw
traktowany odrebnie jest mato znaczacy. Funkcja gestosci prawdopodobieristwa p(x) (rozdz. 8.1.2, wzér (50))

rozktadu normalnego wyraza sie wzorem:

¢
e 20% dla —c0o<x <0 (66)

gdzie: u —wartos$¢ oczekiwana, o — odchylenie standardowe.
Czasami uzywane sg inne, przeksztatcone postaci tej funkcji, na przyktad w programie Origin zamiast parametru

o wystepuje parametr ¢’ = 20, co prowadzi do wzoru:

1 26w
p(x) = 7Te ar dla —o0o <x<o0 (67)
a’\[;

Rozktad normalny jest w petni scharakteryzowany przez powyzsze dwa parametry: wartos¢ oczekiwang u (rozdz.

8.2.1) i odchylenie standardowe o (rozdz. 8.2.2). Cecha rozktadu Gaussa jest to, ze wartos¢ oczekiwana u
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pokrywa sie z wartoscig najbardziej prawdopodobna. Ksztatty krzywych gestosci prawdopodobienstwa rozktadu
normalnego dlau = 2i trzech wartosci o, odpowiednio 0.25, 0.5 i 1, przedstawia Rysunek 11. Jak wida¢ z
wykresu, im wieksze jest odchylenie standardowe o tym przebieg krzywej gestosci prawdopodobienistwa jest

szerszy i bardziej sptaszczony, co oznacza wiekszy rozrzut zmiennej losowej X wokét wartosci oczekiwanej .

Rozktad
Gaussa N
/ \
\
,I \ ——p1§x
/ \ - p2(x
I’ Y — - p3(x
\
p(x) Jom
s ~‘
,',I ™
,'/ \
LY S \
e N
-, / \ N ~
LT ’ \ ~-—.
| e - ‘/ \\ .. N —-—
0 0,5 1 1,5 p) 2,5 3 35 4

X

Rysunek 11. Ksztatty krzywych gestosci prawdopodobieristwa rozktadu normalnego dla u = 2 i trzech wartosci o, odpowiednio
0.25 —pl(x), 0.5—p2(x) i1 —p3(x)

Podstawowe wtasnosci rozktadu normalnego:
1. Jest symetryczny wzgledem wartosci oczekiwanej,
2. Gestosé prawdopodobienstwa jest najwieksza w najblizszym otoczeniu wartosci oczekiwanej,
3. Prawdopodobienstwa wystgpienia zmiennej losowej w charakterystycznych przedziatach w otoczeniu wartosci
oczekiwanej pokazanych na Rysunek 12 wynosza:
Plu—o <x< u+o) =0,6826 (68,26%)
P(u—20 <x<pu+20)=09544 (95,44%)
P(u—30 <x<u+30)=09973 (99,73%)

Rozktad Gaussa

p(x)

A
4
A
A

T u 30

Rysunek 12. Rozktad normalny Gaussa — przedziaty charakterystyczne.

Znajgc wartosci y oraz ¢ mozna sformutowa¢ wzér na gestos$¢ prawdopodobienistwa p(x) (wzory (50), (66)) i
obliczyé prawdopodobienstwo P([x;,x,]) wystapienia zmiennej x w dowolnym przedziale [x{,x;] za
pomoca wzoru (54). W praktyce w celu obliczenia szukanego prawdopodobieristwa czesto korzysta sie z tablic

dystrybuanty (49). Stablicowany jest rozktad zmiennej losowej standaryzowanejZ, ktéra jest zwigzana ze

zmienng X formuta:
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Z= (68)

Zmienna Z ma standardowy rozktad normalny, tzn. ma warto$¢ oczekiwang ¢ = 0 i odchylenie standardowe o =
1. Metoda obliczenia wspomnianego wyzej prawdopodobienstwa P([x,x,]) jest nastepujaca: ze wzoru (68)
obliczamy wartosci z; i z,, a nastepnie z tablic tego rozktadu wyznaczamy wartosci dystrybuanty F(z;) i F(z,).

Szukane prawdopodobienstwo P([x4,x,]) = P([z4, z,]) obliczamy wtedy ze wzoru (55).

8.4.2 Liczna proba z rozktadu normalnego

Zatézmy ze dokonanon pomiaréw pewnej niezmiennej wielkosci fizycznej X (n-liczna préba), a wynik
pojedynczego pomiaru x; jest zmienng losowg o rozktadzie normalnym. Jako wynik catego pomiaru przyjmujemy
$rednig X, ktora estymuje nieznany parametr rozktadu u. Jezeli wyeliminowano btad systematyczny, to wynik
catego pomiaru X ma wartos¢ oczekiwanag réwna wartosci prawdziwej E(X) = u i odchytke standardowa gz (wzor
(64). W praktyce warto$¢ parametru oz nie jest znana, ale szacuje sig jg przy pomocy estymatora sz (wzor (65)).
Dla duzych préob (n— oo, a w praktyce np.n > 30) wartos¢ S$rednia estymatora sz zdgza do odchytki
standardowej gz;. Wartos¢ oy jest jednak tylko pewnym s$rednim btedem popetnianym przy wyznaczeniu
parametru i za pomoca $redniej X, a rzeczywisty wynik pomiaru X moze nie nalezy do przedziatu (X — oz, X +
0z) wokot wartosci prawdziwej X.

Dlatego interesuje nas prawdopodobienstwo wystapienia wartosci pomiaru X w rozszerzonym przedziale
(X —kaz, X + koy):
PX—koz<x <X+koz) =p, (69)

gdzie: p, — tzw. poziom ufnosci, k - wspodtczynnik rozszerzenia (tzw. kwantyl rozktadu normalnego). Jezeli
przyjmiemy k na tyle duze ze prawdopodobienstwo P znalezienia wyniku pomiaru w rozszerzonym przedziale
bedzie bliskie jednosci, to przedziat ten mozemy uznaé za wtasciwag miare niepewnosci pomiaru.

Mozna teraz catg sytuacje odwrdcic i powiedzie¢ ze:

prawdziwa warto$é mierzonej wielkosci X lezy wewnatrz przedziatu (x — koz, X + kox) (70)
wokot sredniej X z poziomem ufnoscip,

v Prawdopodobienstwo réwnowazne poziomowi ufnoscip, mozna obliczy¢ dla danego k, czyli tez dla
danego przedziatu ufnosci, znajgc dystrybuante standardowego rozktadu normalnego. Uzytecznosc¢ tego
rozktadu tatwo widac, gdy przeksztatcimy definicje (68) zmiennej z podlegajacej temu rozktadowi do postaci x =
1 + zo lub dostosowujac do obecnego przypadku do postaci ¥ = X + kag. Dla dwdéch wartosci k, réwnych co do
warto$ci bezwzglednej, ale przeciwnych znakéw, otrzymujemy dwie wartosci $redniej: x = X —kogix =X +
kogz, réwne granicom przedziatu we wzorze (69). Poniewaz zmienng z zastapiliSmy literg k, to poziom ufnosci

mozna obliczy¢ wedtug wzoru (55) nastepujaco:
Pa = F(k) — F(=k) = 1 — 2F(=k) = 2F (k) — 1 (71)

gdzie F jest dystrybuantg standardowego rozktadu normalnego.
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Rysunek 13.przedstawia zaleznos¢ wspoétczynnika rozszerzenia k od przyjmowanego poziomu ufnosci p,.
pz’i‘
100% - —
95.4% i
68%
50%
o o674 1 2 3 k,

k |0 025 05075 10 125 15 175 20 25 30 35
pa[%]] O 20 38 55 682 79 87 92 954 98,8 99,7 99,95

Rysunek 13. Zaleznos¢ wspdtczynnika rozszerzenia k od przyjmowanego poziomu ufnosci p,

W praktyce inzynierskiej czestym rozwigzaniem jest przyjmowanie wspoétczynnikdw rozszerzenia o wartosciach
k=1, 21lub 3 (tak zwanych przedziatéw g, 20 lub 30) i odpowiadajacych im pozioméw ufnosci odpowiednio
0,68 (68%), 0,95 (95%), 0,997 (99,7%). Na koniec nalezy zastosowaé zdanie wyrazone wzorem (70) (granice

przedziatu obliczajgc ze znanych x i sz ).

8.4.3 Mato liczna préba z rozktadu normalnego

Jezeli podobnie jak w rozdz. 8.4.2, jako wynik catego pomiaru przyjmujemy srednig X, ale obliczong z matej
serii pomiarow (w praktyce n < 30) to wyznaczona estymata X rézni sie od nieznanego parametru rozktadu u
(ktory to parametr mozemy przyjg¢ za prawdziwg wartos¢ mierzonej wielkosci fizycznej X), czylix +# u = X. Na
dodatek teraz estymata s z (wzor (65)) nieznanej odchytki standardowej oz (wzor (64) Sredniej X rdzni sie od tej
odchytki, s ; # gz . PowinniSmy zatem zapyta¢, podobnie jak w rozdziale 8.4.2, jakie jest prawdopodobienstwo
wystagpienia wyniku pomiaru X w rozszerzonym przedziale (X —tsg, X + tsyy wokét wartosci prawdziwej X .

Zaleznosc¢ (50) zapisujemy teraz nastepujaco:
P(X—tsz <x< X+tsg) =p, (72)

gdzie t- wspoétczynnik rozszerzenia, kwantyl rozktadu t-Studenta (analogiczny do wspétczynnika k).

Odwracajac teraz cata sytuacje mozna powiedzieg, ze:

prawdziwa wartosé mierzonej wielkosci X lezy wewnatrz przedziatu (X — tsz, X + tsx3) (73)

wokét sredniej X z poziomem ufnoscip,

V¥ Zmienna losowa o rozktadzie t-Studenta oznacza sie zwykle symbolem T, a jej wartosci - literg t. Jej definicja

jest podobna do definicji (68) zmiennej Z (o rozktadzie standardowym normalnym):

=K (74)

zastepujemy tylko nieznany parametr oz rozktadu zmiennej losowej x jego estymatorem s;.
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Uzytecznos¢ definicji (74) mozna zobaczy¢, przeksztatcajgc ja do postacix = p + tsz. Dla dwoch wartosci
zmiennej losowej t, rownych co do wartosci bezwzglednej, ale przeciwnych znakéw, otrzymujemy dwie wartosci
Sredniej z pomiardw: X = u — tsgz i X = u + tsg, rowne granicom przedziatu we wzorze (72). Dlatego znajomosé
rozktadu t-Studenta prowadzi prosto do obliczenia prawdopodobienistwa (72) odpowiadajacego poziomowi
ufnosci dla danego t, czyli takze dla danego przedziatu ufnosci. Rozktad ten, pokazany na Rysunek 14, jest
funkcja tylko jednego parametru, ktéry nosi nazwe ,liczba stopni swobody” i jest oznaczany litergv. U nasv =

n — 1, gdzie n oznacza licznos¢ préby. Wartos¢ oczekiwana i wariancja rozktadu wynosza:

E(T)=0, V(T)= usz dlan >3 (75)

Podobnie jak rozktad normalny, rozktad t-Studenta jest symetryczny. Wraz ze wzrostem liczby stopni swobody v

rozktad ten staje sie identyczny jak standardowy rozktad normalny.

A
0.4 P
ol ) 0,70 0,90 0,95 0,99
03 | T, 1.06 .31 12.71 | 63.66
o5l 73 1,88 2.92 4.30 9.02
Bt % 1,85 235 3.18 5,84
02 ¢ 4. 119 213 278 | 4,60
015} 5. 115 2.02 257 | 4,03 |
o1 5. 113 1,04 2.45 3,71
7. 1,11 7,89 2.36 3,50
SRS 8. 1,10 1.86 2,31 3,36
o:e 9, 110 1.83 2.26 3,25
o 1,03 1.64 1,96 257

Rysunek 14. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu t-Studenta i stabelaryzowane wartosci wspotczynnika
rozszerzenia t (kwantyle rozktadu) w zaleznosci od liczby stopni swobody v i przyjetego poziomu ufnosci p.

Funkcja gestosci rozktadu t-Studenta ma ztozong postaé, dlatego tez w praktyce do wyznaczania
prawdopodobienstwa nie korzysta sie z jej zapisu analitycznego, lecz z tablic (Rysunek 14). Dla wyznaczenia
prawdziwej wartosci mierzonej wielkosci za pomoca wartosci sredniej z pomiaréw, nalezy przyjaé liczbe stopni
swobodyv = n — 1 (gdzie n to liczba pomiaréw), z tablicy rozktadu t-Studenta odczyta¢ warto$¢ wspotczynnika
rozszerzenia t dla danej liczby vi zatozonego poziomu ufnoscip,, a na koniec zastosowac zdanie wyrazone

wzorem (73) (granice przedziatu obliczajgc ze znanych x i sg).

8.4.4 Przyktad praktyczny — liczna préba z rozktadu Gaussa. Wyznaczenie
funkcji gestosci prawdopodobienstwa metodg najmniejszych
kwadratow.

Tym samym amperomierzem o doktadnosci 41 = 2mAi na tym samym zakresie wykonano serie N = 200
pomiaréw niezmiennego natezenia pradu ptyngcego przez pewien obwdd. W celu lepszej przydatnosci do dalszej

obrébki wyniki pomiaréw posortowano we wzrastajgcej kolejnosci i przedstawiono w miliamperach w tabeli 1.

Tabela 1. Posortowane wyniki pomiaréw nateZenia pradu (w mA)

|18,59|18,81 ‘18,81 ‘19,91 ‘20,01 ‘20,13‘20,39‘20,40‘20,57‘20,62‘ 20,7 ‘20,73‘20,74‘20,78|20,85|20,88‘20,93|21,07|21,07|21,20‘
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21,25

21,27

21,35

21,46

21,55

21,58

21,61

21,62

21,66

21,67

21,71

21,76

21,82

21,82

21,88

21,89

21,93

21,97

21,98

22,03

22,05

22,06

22,07

22,08

22,1

22,17

22,18

22,19

22,24

22,29

22,30

22,31

22,36

22,38

22,4

22,41

22,46

22,66

22,75

22,76

22,78

22,78

22,78

22,78

22,81

22,83

22,88

22,89

22,95

22,97

23,00

23,00

23,05

23,06

23,06

23,07

23,09

23,09

23,09

23,14

23,17

23,18

23,2

23,21

23,25

23,25

23,26

23,29

23,31

23,33

23,34

23,35

23,39

23,40

23,43

23,43

23,44

23,45

23,47

23,50

23,50

23,51

23,51

23,52

23,57

23,59

23,64

23,66

23,70

23,73

23,74

23,75

23,81

23,84

23,86

23,9

23,91

23,92

23,94

23,94

23,95

23,99

24,04

24,05

24,07

24,11

24,12

24,16

24,16

24,17

24,28

24,36

24,39

24,40

24,41

24,44

24,45

24,46

24,46

24,5

24,54

24,58

24,61

24,66

24,70

24,73

24,79

24,82

24,83

24,84

24,84

24,97

24,99

25,03

25,03

25,11

25,19

25,24

25,28

25,29

25,29

25,33

25,35

25,35

25,41

25,45

25,47

25,47

25,52

25,56

25,57

25,61

25,64

25,85

25,89

25,89

25,99

26,07

26,13

26,14

26,16

26,23

26,24

26,27

26,44

26,58

26,58

26,59

26,72

26,78

27,02

27,05

27,21

27,23

27,25

27,28

27,36

27,57

28,17

28,79

Wedtug teorii btedéw przypadkowych, wyniki pomiaréw podlegaja rozktadowi Gaussa (rozdz. 8.4, wzor (66), czyli

gestosc¢ prawdopodobienstwa (rozdz. 8.1.2) otrzymania wyniku pomiaru réwnego I jest dana wzorem

1 (I-10)?

e 202
oV2m

gdzie I, i 0 sg odpowiednio wartos$cig oczekiwang i odchyleniem standardowym rozktadu.

p() =

Te gestos¢ prawdopodobienistwa p dla wartosci Srodkowej Isr; z przedziatu (I;,1;,1) o szerokosci A mozna
oszacowac z prawdopodobienstwa P; otrzymania wyniku pomiaru zawartego w tym przedziale dzieki przyblizonej

rownosci (51):

P;
pi=v(le) = 5 (77)

W celu wyznaczenia rozktadu gesto$ci prawdopodobienstwa p(I) w poszczegdlnych przedziatach w
przedstawionym przypadku pomiaréw pradu elektrycznego, dzielimy zakres zmiennos$ci zmierzonego natezenia
pradu I nan = 6 jednakowo szerokich przedziatdw. W drugiej wersji tego przyktadu ustalamy liczbe przedziatow
n = 24.Jak wida¢ z tabeli (Tabela 1), caty zakres zmiennosci natezenia mozna przyjaé rowny (18 mA, 30 mA), co
daje szerokos$¢ kazdego przedziatu réwnag odpowiednio 4I; = 2 mA lub A, = 0.5 mA w obu wersjach. Zliczajac
liczby wystgpienia wynikow pomiaréw w kazdym z tych przedziatow, ktére oznaczamy przez N; tworzymy
histogram pomiaréw, czyli zbiér wartosci N; dla poszczegdélnych przedziatéw. Wyniki tych zliczeh N; sa
przedstawione w tabeli 2 i 3 oraz na Rysunek 15.

Nastepnie dla kazdego przedziatu obliczamy procentowy udziat liczby wynikow w przedziale, ktory
oznaczamy przez k;, wedtug wzoru:

(78)
gdzie N to liczba wszystkich pomiaréw. Wyniki tych obliczen sg przedstawione w tabeli 2i 3i na Rysunek 16.

Tabela 2. Liczby N, k;, p; dla kazdego przedziatu, w przypadku n = 6

przedziat 18+20 20+22 22+24 24+26 26+28 28+30
N; 4 35 83 55 21 2
k; 0,02 0,175 0,415 0,275 0,105 0,01
Di 0,01 0,0875 0,2075 0,1375 0,0525 0,005
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Tabela 3. Liczby N, k;, p; dla kazdego przedziatu, w przypadku n = 24

przedziat | 18+18,5 | 18,5+19 | 19+19,5 | 19,5:20 | 20+20,5 | 20,5:21 | 21+21,5 | 21,5322 | 22+22,5 | 22,5323 | 23+23,5 | 23,5:24
N; 0 3 0 1 4 9 7 15 18 13 30 2
k; 0 0,015 0 0,005 0,02 0,045 0,035 0,075 0,09 0,065 0,105 0,11
P 0 0,03 0 0,01 0,04 0,09 0,07 0,15 0,18 0,13 0,3 0,22
przedziat | 24+24,5 | 24,5325 | 25255 | 25526 | 26+26,5 | 26,527 | 27+27,5 | 27,528 | 28+285 | 28,529 | 29+295 | 29,530
N; 17 14 15 9 8 5 7 1 1 1 0 0
k; 0,085 0,07 0,075 0,045 0,04 0,025 0,035 0,005 0,005 0,005 0 0
P 0,17 0,14 0,15 0,09 0,08 0,05 0,07 0,01 0,01 0,01 0 0
60
50

0 0 00
LW LWLWLWLWH LW WL LWLWOLWHO LWL WO LWL LWL WL LN
NS NSNS NN NSNS NS NSNS NS NSNS
o 21 28 25 27 2 PIIIFENANNRRNIILLEERNTERR
Rysunek 15. Histogramy N; dla szerokoSci przedziatow Al; =2 mA (n =6) i Al, = 0.5mA (n = 24)
0,45 0,3
04 0,25
0,35
0,3 0,2
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0,15 0.1
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19 21 23 25 27 29 WOHHDO O NN T WIW O OCNINODGWDO DD
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Rysunek 16. Procentowy udziat k; dla szerokoSci przedziatéw Al;, = 2mA (n =6) i Al, = 0,5mA (n = 24)

Procentowy udziatk; jest w kazdym przedziale przyblizeniem (estymatorem) prawdopodobieristwa P; =

P(l; <1 < I;;1) wystapienia wyniku pomiaru pradu I w tym przedziale. Prawdopodobieristwa P; sg nieznane, ale
jezeli zamiast nich uzyjemy procentowych udziatéw k;, mozna bedzie ze wzoru (77) obliczy¢é estymaty p;
gestosci prawdopodobieristwa p(I,,):

ki
Al

i = (79)

Wyniki obliczen estymat p; sg przedstawione w tabeli 2 i 3 oraz na Rysunek 17.

33



Niepewnosci pomiarowe

0,35 0,35
0,3 0,3 =
0,25 0,25
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Rysunek 17. Estymaty p; gestosci prawdopodobieristwa dla Al; =2mA (n=6) i Al, =0,5mA (n = 24) oraz
dopasowana funkcja gestosci prawdopodobieristwa rozktadu Gaussa (linia czerwona).

Zwroémy uwage, ze jezeli szeroko$é przedziatéw jest mniejsza, jak u nas Al, = 0,5mA (dlan = 24)
w poréwnaniu z Al; = 2mA (dlan = 6), to liczby zliczen N; wynikow pomiaréw w kazdym z tych przedziatéw
takze sa mniejsze, a co za tym idzie procentowe udziaty k; sa mniejsze (co wida¢ na Rysunek 15 i Rysunek 16).
Mimo to estymaty p; gestosci prawdopodobienstwa sg poréwnywalne dla obu szerokos$ci przedziatéw z powodu

podzielenia k; przez odpowiednia szerokos$¢ przedziatu Al (wzér (79)), co widaé na Rysunek 17.

Obliczone wielkosci p; nie sg rowne gestosci prawdopodobienistwa, a tylko ja przyblizajg. Jest tak nie tylko
z powodu zastgpienia w definicji (50) nieskoriczenie matego przyrostu dI skonczong szerokoscia przedziatu 41,
ale takze zastgpienia prawdopodobienstwa P; wystgpienia pomiaru w i-tym przedziale przez procentowy udziat
k;. Z tzw. prawa wielkich liczb wynika, ze dopiero dla liczby wszystkich pomiaréw N zdazajacej do
nieskoriczonosci k; zdaza do P;. Dlatego powyzsza procedura dokonania N pomiaréw natezenia pradu [
oraz obliczenia wielkoscip; jest rownowazna pomiarowi gestosci prawdopodobienstwa p(lg-;) w Srodkach
przedziatow Iy, . Bo tak jak w kazdym pomiarze, wyniki p; pomiaru gestosci prawdopodobienstwa p(lg-;) sa
obarczone niepewnoscia.

Jezeli rozktad gestosci prawdopodobienstwa p(I) wynikéw pomiaru natezenia pradu jest rozktadem Gaussa,

to parametry tego rozktadu, czyli wielkoscil, i 0, wyznaczymy za pomocg metody najmniejszych kwadratéw
przez dopasowanie krzywej Gaussa do estymat gestosci prawdopodobienstwa p;.
Funkcja dopasowujaca ma posta¢ dang wzorem (76), a punkty pomiarowe maja wspotrzedne (Iérl., i)
przedstawione w tabeli 2 dla podziatu zakresu pomiarowego nan = 6 przedziatéw lub w tabeli 3 dlan =
24. Zastosowanie programu Origin daje wyniki I, i o zebrane w tabeli 4. Wykres tak wyznaczonej funkcji gestosci
prawdopodobieristwa Gaussa przedstawia Rysunek 17.

Wyniki te mozna poréwnac¢ z parametrami rozktadu Gaussa obliczonymi inng metoda: [, estymowanym za

pomoca $redniej arytmetycznej I wedtug wzoru (1) oraz o estymowanym za pomoca odchylenia standardowego

eksperymentalnego dla pojedynczego pomiaru s; wedtug wzoru (2a):
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Tabela 4. Wyniki estymacji parametréow rozktadu Gaussa

Metoda najmniejszych kwadratéw Srednia arytmet. i odchylenie
standardowe
1, o I Sy
[mA] [mA] [mA] [mA]
n==6 23,450 1,939
23,615 1,885
n=20 23,524 1,854
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